


Definição 2.1.1:

Conjunto de vértices de GConjunto de vértices de G

Conjunto dos  arcos de G

= número de vértices de G

= número de arcos de G 

= Ordem de G

= Tamanho de G



Exemplo:

Grafo orientado de ordem  7

de tamanho 6



Exemplo:



●

●

●



Conjunto dos
sucessores de x

Conjunto dos
predecessores de x

Conjunto dos vértices 
adjacentes a x



Exemplo:

FonteFonte

Poço

Vértice isolado



Grafo orientado

Grafo orientado
que é
digrafo



Definição 2.1.2:

Exemplo:

Atenção:
não há laços

Exemplo:

Grafo não orientado



tem sempre
associado

(1)



Por orientação 
dos arcos

(2)



Pontes de Konigsberg (1736 Euler)

????



Definição 2.1.3:

Exemplo:

com



Exemplo: A figura

Definição 2.1.4:

é uma representação do multigrafo não orientado                        onde, 

X={a, b, c, d },  

multiconjuntos dos arcos



Exemplo: A figura

Definição 2.1.4:

é uma representação do multigrafo não orientado                        onde, 

X={a, b, c, d },  

multiconjuntos dos arcos





●

Exemplo: No multigrafo

tem-se:

d(a) = 5

d(b) = 3

d(c) = 3

d(d) = 3



Exemplo: No multigrafo orientado 

tem-se:

d(x1) = 1

d(x2) = 4

d(x3) = 4

d(x4) = 3

d(x5) = 4



Exemplo: Para o multigrafo orientado em baixo tem-se: 

(i) Num multigrafo orientado tem-se obviamente que 

Nota:

(ii) Num grafo orientado tem-se



Teorema 2.1.5:

Teorema do



Proposição 2.1.6:

Consequências imediatas do teorema do aperto de mão:

(1)  A soma dos graus de todos os vértices de um multigrafo é sempre par;

(2) O número de vértices de grau ímpar é sempre par.



Definição 2.1.7:

decrescente em sentido lato

Exemplo: Para o multigrafo orientado em baixo tem-se: Exemplo: Para o multigrafo orientado em baixo tem-se: 

é a sequência de graus 
de G

(4, 4, 4, 3, 1)



Exemplo: Para o multigrafo orientado anterior tem-se: 

é a sequência de graus interiores de G

é a sequência de graus exteriores de G



Definição 2.1.8:

Exemplo: (3, 2, 2, 1)   é uma sequência gráfica pois existe um grafo simples 
cujos vértices têm os graus da sequência.

Proposição 2.1.9:



Observação: A Proposição diz que dada uma sequência não crescente
de números inteiros

sequência de vértices                               então  a sequência satisfaz (i)  e (ii).  

, se existe um gráfo simples com a  

No entanto,  satisfazer   
(i)  e (ii)

não implica que exista um grafo com tal sequência de vértices.   

Exemplo

A sequência (2, 2, 0) satisfaz as condições (i) e (ii)A sequência (2, 2, 0) satisfaz as condições (i) e (ii)
mas não existe  um grafo simples com 3 vértices 

e com esta sequência de graus.

A proposição é importante porque nos permite excluir casos. 

Um exemplo para n=4 ? Um exemplo para n=5 ?

Não é sequência grafica 
pois não satisfaz (ii)



Proposição 2.1.10:

Exemplo:  (3, 2, 1, 0)   não é uma sequência gráfica.



Teorema 2.1.11:



Exemplo:



Conclusão: De acordo com o teorema 2.1.11, como

(1,1,1,1,1,1)  é sequência gráfica

(3,2,2,2,1,1,1)  é sequência gráfica

(4,4,3,2,2,2,2,1)  é sequência gráfica

(6,5,5,4,3,3,2,2,2)  é sequência gráfica

Partindo de obtenha grafos simples       ,       e        para as sequências indicadas  

= ?

= ?

= ?





De acordo com o Teorema 2.1.11, para obter
um grafo simples G3 com a sequência de 
vértices (3,2,2,2,1,1,1) basta acrescentar
um vértice a G’3 e torná-lo adjacente a 3 
vértices de grau 1 



Agora, para obter um grafo simples G2 com a 
sequência de vértices (4,4,3,2,2,2,2,1) basta 
acrescentar um vértice a G3 e torná-lo 
adjacente a 1 vértice de grau 3, a 1 vértice de 
grau 2 e a 2 vértices de grau 1.  



Para obter  um grafo simples G1 a partir de G2, 
que tenha a sequência de vértices 
(6,5,5,4,3,3,2,2,2), basta acrescentar 1 vértice 
de grau 6 a G2 e torná-lo adjacente a 2 
vértices de grau 4, 1 de grau 3, 2 de grau 2 e 1 
de grau 1. 







Definição 2.1.12:

(Isomorfismo)



Exemplos:

H1 e H2 são multigrafos isomorfos

bijecção que preserva a bijecção que preserva a 
existência de arcos.



Conclusão: De acordo com a definição, se dois multigrafos são isomorfos, então

(1)  têm o mesmo número de vértices;

(2)  têm o mesmo número de arcos;

(3) Se                               é a bijecção que os torna isomorfos então 

Têm a mesma sequência de graus

Questão: E a recíproca é verdadeira ?

A Sequência de graus de G1 e G2
é a mesma mas os grafos não são isomorfos



MG=conjunto de todos os Multigrafos
MG

G

G=conjunto de todos os Grafos Simples

Considere em MG a relação binária definida por:

M1 ~  M2 se e só se     M1 e M2 são isomorfos,     M1,M2 em MG          
Relação de isomorfismo

Teorema 2.1.13:

Relação de isomorfismo



(              ):

Caso particular: Grafos regulares de grau 0 (grafos nulos)
Grafo nulo 
com n vértices

Grafo regular de grau r  ou  r-regular

Caso particular: Grafos regulares com n vértices e grau n-1 (grafos completos)

Grafo completo 
com n vértices



Qual o número de arcos de Kn ?

(Usar o teorema do 

Qual o número de arcos de um grafo r-regular com n vértices?

(Usar o teorema do 
aperto de mão)

n vértices cada um com grau r



Grafo bipartidos

Caso particular: Grafos bipartidos completos



Dentro dos grafos bipartidos completos destacam-se os da forma

(                                )

Qual o número de arcos de ?

Grafo p-partido



3-partido

3-partido completo



Nota: Chama-se torneio a todo o digrafo resultante da orientação de um grafo 
completo.

Torneio





(1)

Representa-se        por  

Arcos que se 
retiram a



(2)

se
(caso G seja simples)

(caso G seja orientado)

Representa-se       por  Arcos que se 
retiram a



Arcos que se 
adicionam a





Definição 2.2.1:

Exemplo:Exemplo:



Definição 2.2.1:

Exemplo:Exemplo:



Exemplo:



cadeia entre x0 e x2

cadeia entre x2 e x1

Exemplo:



Definição 2.2.2:

Exemplo:

Cadeia aberta de comprimento 3

Cadeia fechada de comprimento 4

Cadeia fechada de comprimento 0
(cadeia trivial)



Definição 2.2.3:

Observação:

Exemplo:

cadeia simples e
elementar

cadeia simples mas
não elementar



Definição 2.2.4:

Exemplo:



A cadeia anterior pode ser representada por

Pode ter mais do que um significado, 
logo precisamos indicar os arcos



Dois tipos de Grafos simples
Grafo cadeia   ( Pn 
)
Grafo ciclo   ( Cn )

n >2



Definição 2.2.5:

Exemplo:

Conexo Conexo
Conexo

Desconexo



Proposição 2.2.6:

Relação de conexidade

= número de conexidade

= classe de equivalência para R



Exemplo:

Classes de equivalência 
para a relação R

Número de 
conexidade = 3



Cada classe de equivalência tem associado um subgrafo de G que são as 
componentes conexas de G:



Proposição 2.2.7:

Cadeia não elementar

Observação:

Cadeia elementar



Proposição 2.2.7:



Proposição 2.2.8:

Cadeias 

Observação:

Ciclo 



Proposição 2.2.8:



Proposição 2.2.9:

Observação:

Acrescentando o arco {x4,x6} continuamos sem ciclos,
mas acrescentado {x4,x3} passamos a ter um ciclo
(no máximo um).



Teorema 2.2.10:

Observação:

(1)

Grafo bipartido sem ciclos Grafo bipartido com ciclosGrafo bipartido sem ciclos

(2)
Como não tem ciclos de comprimento 
ímpar, pelo teorema sabe-se que o grafo
é bipartido. 



Definição 2.2.11:

Exemplo:

número de conexidade G

1

número de conexidade G

Ponte

número de conexidade

2



Proposição 2.2.11:

Boa caracterização 
das pontes





Proposição 2.2.12:

Observação:



Proposição 2.2.12:



Definição 2.2.13:

Exemplo:

Caminho (cadeia)

Cadeia que não é
um caminho



Definição 2.2.14:

não repete arcos



Observações:



Definição 2.2.15:

S é relação de equivalência

= número de conexidade forte

= classe de equivalência para S



Exemplo:

Classes de equivalência da relação S

A relação S origina uma partição de X em 3 classes de equivalência:
Número de 

conexidade forte = 3





Comparação entre as componentes conexas e as componentes fortemente conexas:

Para                           temos : 1 componente conexa;

3 componentes fortemente conexas;



Proposição 2.2.15:

Proposição 2.2.16:



Definição 2.3.1:
Um grafo conexo sem ciclos diz-se uma Árvore.

Um grafo sem  ciclos diz-se uma Floresta

Árvore Árvore

FlorestaObservação:

Uma Árvore é um grafo conexo onde todos os arcos são pontes.

Uma Floresta é um grafo onde cada componente conexa é uma árvore. 



Questão: Quantos arcos tem uma árvore com n vértices ?

n=1 0 arcos

n=2 1 arcos

n=3

2 arcos2 arcos

…

n=k k-1 arcos,               k natural

Conclusão: Uma árvore com n vértices tem n-1 arcos (Prova-se por indução completa)



Teorema 2.3.2: Toda a árvore com n vértices tem n -1 arcos (n um natural).

Dem: Usemos o princípio de indução completa.

n=1 É claro que para n=1 a árvore tem de ter 0 arcos, pois coincide com o grafo

Hipótese: Suponha-se que toda a árvore com k vértices, em que 1      k        n,
tem k -1 arcos         (para algum n).

Tese: Mostre-se que uma árvore com  n+1 vértices  tem n arcos     (n       2)



Dem: Usemos o princípio de indução completa.

n=1 É claro que para n=1 a árvore tem de ter 0 arcos, pois coincide com o grafo

Tese: Mostre-se que uma árvore com  n+1 vértices  tem n arcos     (n       2)

Seja                           uma arvore com n+1 vértices.  Seja               um arco.

Teorema 2.3.2: Toda a árvore com n vértices tem n -1 arcos (n um natural).

Hipótese: Suponha-se que toda a árvore com k vértices, em que 1      k        n,
tem k -1 arcos         (para algum n).

Seja                           uma arvore com n+1 vértices.  Seja               um arco.

Como        é árvore então         é uma ponte pelo que                é desconexo 
com duas componentes conexas                 com    k1 e k2 vértices  respectiva/. 

Tem-se,                     
k1 + k2 = n+1.

Como   R1 e R2 são árvores, por hipótese de indução, R1  tem  k1 -1 arcos e 
R2 tem  k2-1.  Assim,                tem k1 + k2 - 2  arcos, logo         tem n arcos.

Efectivamente,                       
(K1 + K2 – 2) +1 = n   (nº de arcos de       ).



Proposição 2.3.3:

Questão: Quantos arcos tem uma floresta com n vértices ?

Depende do número de árvores que a constituem.

p árvores

Dem: Seja                             uma floresta constituída por p componentes conexas
com n1, n2,…, np vértices, respectivamente. Tem-se obviamente,

n1+ n2+…+ np = n.

Como cada componente conexa é uma árvore, então

Ri tem ni-1 arcos,       i=1,2,…, p.

Assim,     tem
(n1 -1)+ (n2-1)+… (np -1) = n - p,    arcos.



Teorema 2.3.4:

(G é árvore)

Observação: Um grafo conexo com n vértices e n -1 arcos é uma árvore











Questão:

(1) Considere a sequência de números   (3, 1, 1, 1, 0).    Existe uma árvore com esta 
sequência de graus ?

Claro que não…..

(2) E para a sequência   (3, 2, 2, 2, 1) ? .

Um garfo simples com esta sequência de graus não é conexo.

Não pois …..

Proposição 2.3.5:



Proposição 2.3.5:



Teorema 2.3.5:

Questão:

(3) Existe uma árvore com a sequência de graus (3, 1, 1, 1, 1, 1) ? .

Não pois …..

Aplicar teorema do aperto de mão.

Indução em n.
2(n-1)



Questão:

(4) Existe uma árvore com a sequência de graus (3, 2, 2, 1, 1, 1) ? .

De acordo com o teorema anterior sim pois n = 6 (nº vértices)  e

3+2+2+1+1+1=10 = 2x6 – 2.

Por exemplo,



G é conexo mas não é arvore.

Mas G tem uma árvore como subgrafo parcial.

Teorema 2.3.6:



Árvores e grafos conexos estão relacionados



Definição 2.3.7:

Exemplo:





Função peso

V(G)=3 + 1 + 2 + …. = 19



Dois algoritmos importantes



Dois algoritmos importantes





Exemplo 1:

Escolha do melhor
arco de entre os que
faltam escolher



Exemplo 1:



Exemplo 1:



Exemplo 1:



Exemplo 1:



5 arcos escolhidos

Exemplo 1:

Valor = 8



Exemplo 2:



Exemplo 2:



Exemplo 2:



Exemplo 2:



Exemplo 2:



6 arcos escolhidos

Valor = 39

Exemplo 2:

Valor = 39





Exemplo 1:

Evolui pelo princípio do
vizinho mais próximo 



Exemplo 1:



Exemplo 1:



Exemplo 1:



Exemplo 1:



Valor = 8

5 arcos escolhidos

Exemplo 1:



Exemplo 2:



Exemplo 2:



Exemplo 2:



Exemplo 2:



Exemplo 2:



Exemplo 2:



Exemplo 2:

6 arcos escolhidos

Valor = 39Valor = 39



Observação:





Exemplo:







Exemplo 1:















No final procurar uma sequência de vértices                                                     ,
todos com etiquetas definitivas tais que

Valor da etiqueta 
definitiva de xi

Etiqueta definitiva em i



Uma cadeia         mínima é                                        . 



Proposição 2.3.7:



Exemplo 2:

para obter

























Uma cadeia A-L mínima tem então valor 17. 



Uma cadeia A-L mínima de valor 17 é A     B      E      H      F      I     K      L. 



Será possível percorrer todos os arcos do grafo sem os repetir?

Problema da cadeia ou do ciclo de Euler



Leonhard Paul Euler  (1707- 1783)Leonhard Paul Euler  (1707- 1783)

1735



Definição 2.4.1:

Definição 2.4.2:

Observação:



Teorema 2.4.3:

Dem…
Teorema de Euler



Considere o grafo associado em baixo:

Grafo de ordem 12. Possui 8 vértices de grau ímpar e 4 de grau par.

Grafo não euleriano
não semi-euleriano



Adicionando ao grafo anterior os três arcos em baixo,

obtemos um grafo onde todos os vértices têm grau par excepto dois de 
grau ímpar. Assim, admite uma cadeia euleriana cujos extremos são os vértices 
de grau ímpar.de grau ímpar.

Quanto ao grafo associado às pontes de Konigsberg…

Grafo não euleriano
não semi-euleriano



Questão: Dado um multigrafo euleriano como determinar um ciclo euleriano?



Exemplo 1: Grafo Euleriano



Exemplo 1:

x1, x7



Exemplo 1:

x1, x7, x6



Exemplo 1:

x1, x7, x6, x5



Exemplo 1:

x1, x7, x6, x5, x4



Exemplo 1:

x1, x7, x6, x5, x4, x7



Exemplo 1:

x1, x7, x6, x5, x4, x7, x8



Exemplo 1:

x1, x7, x6, x5, x4, x7, x8, x1



Exemplo 1:

x1, x7, x6, x5, x4, x7, x8, x1, x4



Exemplo 1:

x1, x7, x6, x5, x4, x7, x8, x1,x4, x2



Exemplo 1:

x1, x7, x6, x5 , x4 , x7, x8, x1, x4, x2, x5



Exemplo 1:

x1, x7, x6, x5, x4, x7, x8, x1, x4, x2, x5, x3



Exemplo 1:

x1, x7, x6, x5, x4, x7, x8, x1, x4, x2, x5, x3, x2



Exemplo 1:

x1, x7, x6, x5, x4, x7, x8, x1, x4, x2, x5, x3, x2, x1



Exemplo 2:

Estamos perante um grafo conexo euleriano, pois todos os vértices têm grau par.

Grafo Euleriano

Estamos perante um grafo conexo euleriano, pois todos os vértices têm grau par.

Vamos recorrer ao algoritmo de Fleury para determinar um ciclo euleriano. 



Vamos iniciar o algoritmo no vértice x5.

Exemplo 2:

Vamos iniciar o algoritmo no vértice x5.

X5, x4



Vamos iniciar o algoritmo no vértice x5.

Exemplo 2:

Vamos iniciar o algoritmo no vértice x5.

x5, x4 , x3



Vamos iniciar o algoritmo no vértice x5.

Exemplo 2:

Vamos iniciar o algoritmo no vértice x5.

x5, x4, x3, x1



Vamos iniciar o algoritmo no vértice x5.

Exemplo 2:

Vamos iniciar o algoritmo no vértice x5.

x5, x4, x3, x1,x2



Vamos iniciar o algoritmo no vértice x5.

Exemplo 2:

Vamos iniciar o algoritmo no vértice x5.

x5, x4, x3, x1,x2, x3



Vamos iniciar o algoritmo no vértice x5.

Exemplo 2:

Vamos iniciar o algoritmo no vértice x5.

x5, x4, x3, x1,x2, x3, x5



Vamos iniciar o algoritmo no vértice x5.

Exemplo 2:

Vamos iniciar o algoritmo no vértice x5.

x5, x4, x3, x1,x2, x3, x5, x7



Vamos iniciar o algoritmo no vértice x5.

Exemplo 2:

Vamos iniciar o algoritmo no vértice x5.

x5, x4, x3, x1,x2, x3, x5, x7, x6



Vamos iniciar o algoritmo no vértice x5.

Exemplo 2:

Vamos iniciar o algoritmo no vértice x5.

x5, x4, x3, x1, x2, x3, x5, x7, x6, x5



Questão: O que se passa com os multigrafos orientados?

d+(A) = 2 = d-(A)

d+(B) = 2     e     d-(B) = 1
d+(C) = 2 = d-(C) 

d+(D) = 2 = d-(D) 

d+(F) = 2 = d-(2) 

d+(E) = 2     e     d-(B) = 3



Teorema 2.4.4:

Teorema de Euler (Mult. orientado)



A terminar….  O nadador de Konigsberg

Um nadador consegue nadar no Pregel de forma a passar por baixo de todas as 
pontes uma e uma só vez?



?



Sim,



Questão: Qual a relação do problema anterior com a teoria de grafos?

Considere-se um grafo em que os vértices correspondem às “casas” do tabuleiro,Considere-se um grafo em que os vértices correspondem às “casas” do tabuleiro,

sendo dois vértices adjacentes se for possível, através de um movimento lícito, o 
cavalo passar de uma das casas para a outra. Temos assim um grafo bipartido.



O que se pretende é então encontrar uma O que se pretende é então encontrar uma 
cadeia que passe uma e uma só vez por 
todos os vértices, regressando ou não ao vértice 
inicial. 

Problema da cadeia ou do ciclo de Hamilton



William Rowan Hamilton (1805–1865)

Lisbon

Diz-se que inventou um jogo que chegou a ser
comercializado que envolve um dodecaedro 
(sólido regular com 20 vértices, 30 arestas e 12 faces).
Hamilton rotulou cada vértice do dodecaedro com o
nome de uma cidade conhecida. O objectivo do jogo 
era que o jogador viajasse "ao redor do mundo" ao 
determinar uma viagem circular que incluísse todas 
as cidades exactamente uma vez, com a restrição de 
que só fosse possível viajar de uma cidade a outro se 
existisse uma aresta entre os vértices correspondentes. 
A figura ao lado mostra um grafo do problema.

Viagem a volta do mundo



Definição 2.5.1:

Definição 2.5.2:



Observações:

Proposição 2.5.3:

Observação:



Teorema 2.5.5: (Teorema de Ore)

Corolário 2.5.6: (Teorema de Dirac)Corolário 2.5.6: (Teorema de Dirac)



Exemplos:

Atenção: Um grafo pode ser hamiltoniano sem que as condições dos teoremas
anteriores sejam satisfeitas.



Relativamente ao problema inicial:

Os teoremas não ajudam a determinar se existe ou não um ciclo hamiltoniano no
grafo associado ao tabuleiro de xadrez. No entanto uma simples analise permite 
afirmar que tal ciclo não existe.

Se o grafo possuísse um ciclo hamiltoniano então, como os vértices 1,2,3 têm 
grau 2,  então os troços (c,1,a), (a,2,b) e (b,3,c) teriam de fazer parte desse ciclo.
Mas então teríamos dentro desse ciclo o ciclo menor (c,1,a,2,b,3,c), o que não pode
acontecer pois repetiria vértices. 



Para o caso de todo o tabuleiro de xadrez já existe um ciclo hamiltoniano.
Uma solução está indicada a seguir:

A terminar…



Definição 2.6.1:

Exemplo:



Definição 2.6.2:

Marcação usual



Exemplo:

e as marcações dos vértices                                                              . 

1 2

3 4

3 1

2 4



Proposição 2.6.3:



Exemplo: Relativamente ao exemplo anterior:

Matriz de adjacência para a marcaçãoMatriz de adjacência para a marcação

Como expressar A’(G) em função de A(G) ?Como expressar A’(G) em função de A(G) ?

?



Observações:



Exemplo:

1) Quantos arcos tem o digrafo?

Usando a matriz:

Soma de todos os números 1’s1) Quantos arcos tem o digrafo? Soma de todos os números 1’s

2) Qual o grau exterior do vértice x1?

3) Qual o grau interior do vértice x3?



4) Que informação esta expressa em               ?



Teorema 2.6.4:

Exemplo: Considere o digrafo em baixo e a matriz de adjacências relativa à 
marcação usual 



Nº de sucessores de x1
Nº de sucessores de x4

Nº de sucessores comuns de  x1 e x4
Nº de sucessores de comuns 

de  xi e xj





Definição 2.6.5:

Exemplo: Considere o grafo simples, cuja matriz adjacências relativamente 
à marcação usual                               éà marcação usual                               é

Diagonal nula
Matriz simétrica



Teorema 2.6.6:

Exemplo: Considere o grafo simples do exemplo anterior e a sua matriz de 
adjacênciasadjacências



Nº de vértices adjacentes a x1
= Nº de cadeias x1 – x1 de comprimento 2

= Nº de cadeias x4 - x3 de comprimento 2
Nº de vértices adjacentes simultaneamente a x4 e x3

Nº de vértices adjacentes simultaneamente a x3 e x1
= Nº de cadeias x3 – x1 de comprimento 2

= nº de cadeias xi – xj  de comprimento 2



Nº de cadeias x1 – x1 de comprimento 3

Nº de cadeias x4 – x3 de comprimento 3

= nº de cadeias xi – xj  de comprimento 3

cadeias de comprimento 2 de x4 para 
x1

arcos de 
x1 para x3





Observação:








