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Consequencias Semânticas Equivalências

Interacção entre quantificadores e conectivos proposicionais

Algumas leis

{∀x ϕ} |= ∃x ϕ, sendo x ∈ VL(ϕ)

{∀x ϕ ∨ ∀x ψ} |= ∀x (ϕ ∨ ψ)

{∃x (ϕ ∧ ψ)} |= ∃x ϕ ∧ ∃x ψ
{∀x (ϕ→ ψ)} |= ∀x ϕ→ ∀x ψ
{∃y ∀x ϕ} |= ∀x ∃y ϕ

Rećıprocos não são verdadeiros

As fórmulas em cada item não são equivalentes.
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Consequencias Semânticas Equivalências

Uma prova

{∀x ϕ ∨ ∀x ψ} |= ∀x (ϕ ∨ ψ)

Por hipótese, para dada estrutura de interpretação M = (U, I ) e
dada atribuição ρ : X → U tem-se que M, ρ  ∀x ϕ ∨ ∀x ψ,
ou seja,

M, ρ  ∀x ϕ ou M, ρ  ∀x ψ (1)

Considerando um valor arbitrário u ∈ U, por 1 obtém-se

M, ρ[x := u]  ϕ ou M, ρ[x := u]  ψ (2)

Então, de 2 conclui-se que M, ρ[x := u]  ϕ ∨ ψ; logo tem-se
também que M, ρ  ∀x (ϕ ∨ ψ), como se queria mostrar.
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Consequencias Semânticas Equivalências

Um contra-exemplo

{∀x (ϕ ∨ ψ)} 6|= ∀x ϕ ∨ ∀x ψ
Seja ϕ = P(x) e ψ = Q(x).

Considere-se a estrutura de interpretação M = (N0, I ) sendo
I (P) : N0 → {0, 1} tal que I (P)(n) = 1 se n é par, e
I (Q) : N0 → {0, 1} tal que I (Q)(n) = 1 se n é ı́mpar.

Como todo o natural ou é par ou é ı́mpar, tem-se que
M  ∀x (ϕ∨ψ), mas não se tem que todo o natural é par ou todo
o natural é ı́mpar, logo M 6 ∀x ϕ ∨ ∀x ψ.
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Consequencias Semânticas Equivalências

Outra prova

{∃y ∀x ϕ} |= ∀x ∃y ϕ
Por hipótese, para dada estrutura de interpretação M = (U, I ) e
dada atribuição ρ : X → U tem-se que M, ρ  ∃y ∀x ϕ,
ou seja, para um dado v ∈ U,

M, ρ[y := v ]  ∀x ϕ (3)

Considerando um valor arbitrário u ∈ U, por 3 obtém-se

M, ρ[y := v ][x := u]  ϕ (4)

Como ρ[y := v ][x := u] = ρ[x := u][y := v ], de 4 conclui-se que
para qualquer u ∈ U e para um dado v ∈ U se tem
M, ρ[x := u][y := v ]  ϕ; logo tem-se também que
M, ρ  ∀x ∃y ϕ, como se queria mostrar.
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Consequencias Semânticas Equivalências

Outro contra-exemplo

{∀x ∃y ϕ} 6|= ∃y ∀x ϕ
Seja ϕ = P(x)→ Q(x , y).

Considere-se a estrutura de interpretação M = (N0, I ) sendo
I (P) : N0 → {0, 1} tal que I (P)(n) = 1 se n é quadrado perfeito,
e I (Q) : N2

0 → {0, 1} tal que I (Q)(n,m) = 1 se m é a ráız de n.

Como todo o quadrado perfeito tem uma ráız, M  ∀x ∃y ϕ, mas
não se tem que existe uma única ráız para todo o quadrado
perfeito, logo M 6 ∃y ∀x ϕ.
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Consequencias Semânticas Equivalências

Interacção entre quantificadores e negação

Leis de De Morgan

¬∀x ϕ ≡ ∃x ¬ϕ
Tem que se provar que para qualquer M = (U, I ) e para qualquer
ρ ∈ ATRX

M se tem que

M, ρ  ¬∀x ϕ se e só se M, ρ  ∃x ¬ϕ

Prova-se o sentido “só se” da equivalência (o rećıproco tem prova
semelhante).

Por hipótese, M, ρ  ¬∀x ϕ, ou seja, não se tem que
M, ρ  ∀x ϕ. Então, para algum u ∈ U, não se tem que
M, ρ[x := u]  ϕ, i.e., M, ρ[x := u]  ¬ϕ, o que leva a concluir
que M, ρ  ∃x ¬ϕ, como se queria mostrar.
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Consequencias Semânticas Equivalências

Interacção entre quantificadores e negação

Leis de De Morgan

¬∃x ϕ ≡ ∀x ¬ϕ
Tem que se provar que para qualquer M = (U, I ) e para qualquer
ρ ∈ ATRX

M se tem que

M, ρ  ¬∃x ϕ se e só se M, ρ  ∀x ¬ϕ

Prova-se o sentido “só se” da equivalência (o rećıproco tem prova
semelhante).

Por hipótese,M, ρ  ¬∃x ϕ, ou seja, não se tem queM, ρ  ∃x ϕ.
Então, para nenhum u ∈ U, se tem que M, ρ[x := u]  ϕ, i.e.,
qualquer que seja o valor u considerado, M, ρ[x := u]  ¬ϕ, o que
leva a concluir que M, ρ  ∀x ¬ϕ, como se queria mostrar.
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Consequencias Semânticas Equivalências

Abreviaturas

Quantificadores como abreviatura

∃x ϕ = ¬∀x ¬ϕ
Quer-se mostrar que para qualquer M = (U, I ) e para qualquer
ρ ∈ ATRX

M se M, ρ  ¬∀x ¬ϕ então M, ρ  ∃x ϕ, e logo não é
necessário ter o quantificador existencial como primitivo.

Por hipótese, M, ρ  ¬∀x ¬ϕ e como ∀x ¬ϕ ≡ ¬∃x ϕ, pelo
Teorema da Substitutividade, também M, ρ  ¬¬∃x ϕ. Uma vez
que ¬¬ϕ ≡ ϕ, conclui-se então que M, ρ  ∃x ϕ, como se queria
mostrar.

∀x ϕ = ¬∃x ¬ϕ
A prova é semelhante.
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Consequencias Semânticas Equivalências

Interacção entre quantificadores e conectivos proposicionais

Leis de distribuição

∀x ϕ ∧ ∀x ψ ≡ ∀x (ϕ ∧ ψ)

Tem que se provar que para qualquer M = (U, I ) e para qualquer
ρ ∈ ATRX

M se tem que

M, ρ  ∀x ϕ ∧ ∀x ψ se e só se M, ρ  ∀x (ϕ ∧ ψ)

Prova-se o sentido “se” da equivalência (o rećıproco tem prova
semelhante).

Por hipótese, M, ρ  ∀x (ϕ∧ψ), ou seja, qualquer que seja o valor
u ∈ U considerado, tem-se que M, ρ[x := u]  ϕ ∧ ψ. Para todo o
u tem-se, por definição, queM, ρ[x := u]  ϕ eM, ρ[x := u]  ψ;
logo, tem-se M, ρ  ∀x ϕ e M, ρ  ∀x ψ, o que leva a concluir
que M, ρ  ∀x ϕ ∧ ∀x ψ, como se queria mostrar.
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Consequencias Semânticas Equivalências

Interacção entre quantificadores e conectivos proposicionais

Leis de distribuição

∃x ϕ ∨ ∃x ψ ≡ ∃x (ϕ ∨ ψ)

Tem que se provar que para qualquer M = (U, I ) e para qualquer
ρ ∈ ATRX

M se tem que

M, ρ  ∃x ϕ ∨ ∃x ψ se e só se M, ρ  ∃x (ϕ ∨ ψ)

Prova-se o sentido “se” da equivalência (o rećıproco tem prova
semelhante).

Por hipótese, M, ρ  ∃x (ϕ ∨ ψ), ou seja, para algum valor u ∈ U,
tem-se que M, ρ[x := u]  ϕ ∨ ψ. Para esse u tem-se, por
definição, que M, ρ[x := u]  ϕ ou M, ρ[x := u]  ψ; logo, ou se
tem M, ρ  ∃x ϕ ou se tem M, ρ  ∃x ψ, o que leva a concluir
que M, ρ  ∃x ϕ ∨ ∃x ψ, como se queria mostrar.
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Consequencias Semânticas Equivalências

Influência das variáveis mudas

Leis de âmbito de quantificadores

Algumas leis

∀x ∀y ϕ ≡ ∀y ∀x ϕ
∃x ∃y ϕ ≡ ∃y ∃x ϕ
Considere que x 6∈ VL(ψ).

∀x ϕ ∧ ψ ≡ ∀x (ϕ ∧ ψ)
∀x ϕ ∨ ψ ≡ ∀x (ϕ ∨ ψ)
∃x ϕ ∧ ψ ≡ ∃x (ϕ ∧ ψ)
∃x ϕ ∨ ψ ≡ ∃x (ϕ ∨ ψ)
∀x (ψ → ϕ) ≡ ψ → ∀x ϕ
∃x (ψ → ϕ) ≡ ψ → ∃x ϕ
∀x (ϕ→ ψ) ≡ ∃x ϕ→ ψ
∃x (ϕ→ ψ) ≡ ∀x ϕ→ ψ
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Consequencias Semânticas Equivalências

Influência das variáveis mudas

Provas

Lema

Se x 6∈ VL(ϕ) então para qualquer M = (U, I ) e para qualquer
ρ ∈ ATRX

M tem-se que M, ρ[x := u]  ϕ se e só se M, ρ  ϕ.

Prova

Por indução na estrutura de ϕ, usando alguns lemas anteriores.

Se x 6∈ VL(ψ) então ∀x ϕ ∧ ψ ≡ ∀x (ϕ ∧ ψ)

Tem que se provar que para qualquer M = (U, I ) e para qualquer
ρ ∈ ATRX

M se tem que, se x 6∈ VL(ψ) então

M, ρ  ∀x ϕ ∧ ψ se e só se M, ρ  ∀x (ϕ ∧ ψ)

Prova-se o sentido “se” da equivalência, usando o sentido “só se”
do lema (o rećıproco tem prova semelhante).
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Consequencias Semânticas Equivalências

Influência das variáveis mudas

Prova

Lema

Se x 6∈ VL(ϕ) então para qualquer M = (U, I ) e para qualquer
ρ ∈ ATRX

M tem-se que M, ρ[x := u]  ϕ se e só se M, ρ  ϕ.

Seja x 6∈ VL(ψ). Para quaisquer M, ρ tem-se que
M, ρ  ∀x ϕ ∧ ψ se M, ρ  ∀x (ϕ ∧ ψ)

Por Hipótese, M, ρ  ∀x (ϕ ∧ ψ), ou seja, qualquer que seja o
valor u ∈ U considerado, tem-se que M, ρ[x := u]  ϕ ∧ ψ. Logo,
para todo o u tem-se, por definição, que

1 M, ρ[x := u]  ϕ, e

2 M, ρ[x := u]  ψ.

Por 1 tem-se que M, ρ  ∀x ϕ, e por 2 e pelo lema acima,
M, ρ  ψ, logo M, ρ  ∀x ϕ ∧ ψ, como se queria mostrar.
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Consequencias Semânticas Equivalências

Influência das variáveis mudas

Mais provas
As provas usam o Teorema da Substitutividade.

∀x (ψ → ϕ) ≡ ψ → ∀x ϕ, se x 6∈ VL(ψ)

∀x (ψ → ϕ) ≡ ∀x (¬ψ ∨ ϕ) (pois ψ → ϕ ≡ ¬ψ ∨ ϕ)

≡ ∀x (ϕ ∨ ¬ψ) (pois ϕ ∨ ψ ≡ ψ ∨ ϕ)

≡ ∀x ϕ ∨ ¬ψ (pois ∀x (ϕ ∨ ψ) ≡ ∀x ϕ ∨ ψ)

≡ ¬ψ ∨ ∀x ϕ (pois ϕ ∨ ψ ≡ ψ ∨ ϕ)

≡ ψ → ∀x ϕ (pois ¬ψ ∨ ϕ ≡ ψ → ϕ)

∀x (ϕ→ ψ) ≡ ∃x ϕ→ ψ, se x 6∈ VL(ψ)

∀x (ϕ→ ψ) ≡ ∀x (¬ϕ ∨ ψ) (pois ψ → ϕ ≡ ¬ψ ∨ ϕ)

≡ ∀x ¬ϕ ∨ ψ (pois ∀x (ϕ ∨ ψ) ≡ ∀x ϕ ∨ ψ)

≡ ¬∃x ϕ ∨ ψ (pois ∀x ¬ϕ ≡ ¬∃x ϕ)

≡ ∃x ϕ→ ψ (pois ¬ϕ ∨ ψ ≡ ϕ→ ψ)
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