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Programa

1 Matrizes

2 Sistemas de Equações Lineares

3 Determinantes

4 Espaços Vectoriais

5 Aplicações Lineares

6 Valores e Vectores Próprios

7 Produto Interno, Produto Externo e Produto Misto

8 Geometria Anaĺıtica
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2. Sistemas de Equações Lineares
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2. Sistemas de Equações Lineares

Definição

Uma equação linear nas incógnitas x1, . . . , xn, sobre K, é uma equação
do tipo

a1x1 + a2x2 + · · · + anxn = b (1)

com a1, . . . , an ∈ K.

Aos elementos a1, . . . , an chamamos coeficientes da equação e a b o
termo independente da equação.
Se b = 0 diz-se que a equação é linear homogénea.

O elemento (β1, β2, . . . , βn) ∈ K
n é uma solução da equação (1) se

a1β1 + · · · + anβn = b.
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2. Sistemas de Equações Lineares

Exemplos

1 A equação linear
ax + by = c ,

com a, b não são ambos nulos, define uma recta em R
2.

2 A equação linear
Ax + By + Cz = D,

em que A,B ,C não são todos nulos, define um plano em R
3.

Passemos a definir agora sistema de equações lineares:
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2. Sistemas de Equações Lineares

Definição

Um sistema de equações lineares é uma conjunção de um número finito
de equações lineares, todas nas mesmas incógnitas.

(S)







a11x1 +a12x2 + · · · + a1nxn = b1

a21x1 +a22x2 + · · · + a2nxn = b2

· · ·
am1x1 +a2mx2 + · · · + amnxn = bm

com m, n ∈ N, aij , bi ∈ K, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n.

Diz-se que (S) é um sistema de m equações lineares, nas n incógnitas
x1, . . . , xn, sobre K

.
Se b1 = b2 = · · · = bm = 0 diz-se que (S) é um sistema homogéneo.
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2. Sistemas de Equações Lineares

Exemplos

1 {
3x1 + x2 + x3 = 2
x1 − x2 + 5x3 = 0

É um sistema de 2 equações lineares nas 3 incógnitas, x1, x2, x3.

2 





x + cos y − 2 + z = 0
xy − 3z = 5
x2 = 3
3x + 4y − z

Não é um sistema de equações lineares.

3 É um sistema de equações lineares?

{
5x + 2y = 2
x1 + 2x2 + 4x3 − x4 = 0.

É um sistema de 2 equações lineares nas 6 incógnitas,
x , y , x1, x2, x3, x4.Departamento de Matemática (FCT/UNL) Álgebra Linear e Geometria Anaĺıtica 7 / 26
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É um sistema de 2 equações lineares nas 3 incógnitas, x1, x2, x3.
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2 





x + cos y − 2 + z = 0
xy − 3z = 5
x2 = 3
3x + 4y − z
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2. Sistemas de Equações Lineares

Definição

Um elemento (β1, β2, . . . , βn) ∈ K
n diz-se uma solução do sistema de n

incógnitas x1, x2, ..., xn,

(S)







a11x1 +a12x2 + · · · + a1nxn = b1

a21x1 +a22x2 + · · · + a2nxn = b2

· · ·
am1x1 +a2mx2 + · · · + amnxn = bm

se substituindo em cada equação equação do sitema as variáveis
x1, x2, ..., xn por β1, β2, ..., βn, todas as equações se transformam numa
proposição verdadeira.

O conjunto formado por todas as soluções de um sistema chama-se
conjunto-solução do sistema.
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2. Sistemas de Equações Lineares

Classificação de sistemas:

Exemplos

1. Um sistema homegéneo

(S)







a11x1 + · · · + a1nxn = 0
a21x1 + · · · + a2nxn = 0

· · ·
am1x1 + · · · + amnxn = 0

é sempre posśıvel, pois (0, 0, . . . , 0) é uma solução do sistema.
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2. Sistemas de Equações Lineares

2. Para o sistema {
x1 + 2x2 = 2

−2x1 − 4x2 = −4
,

(0, 1) e (−4, 3) são soluções, pois

{
−4 + 2 × 1 = 2

−2 × (0) − 4 × 1 = −4
,

{
−4 + 2 × 3 = 2

−2 × (4) − 4 × 3 = −4
.

Além disso,

C = {(α1, α2) ∈ R
2 : α1 = 2 − 2α2}

= {(2 − 2α2, α2) : α2 ∈ R}.

constitúı o conjunto de todas as soluções do sistema. O sistema é
posśıvel e indeterminado (aprenderemos de seguida a resolver o
sistema).
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2. Sistemas de Equações Lineares

O nosso objectivo neste caṕıtulo é:

(1) Discussão do sistema: Indicar para um dado sistema se este é
imposśıvel ou posśıvel e, no caso de ser posśıvel, se é determinado ou
indeterminado, sem determinar o conjunto de soluções.

(2) Resolução do sistema: Dado um sistema de equações lineares,
determinar o conjunto das suas soluções (que será o conjunto vazio se
o sistema for imposśıvel).
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2. Sistemas de Equações Lineares

Definição

Dado um sistema de equações lineares, nas incógnitas x1, . . . , xn, sobre K

(S)







a11x1 + · · · + a1nxn = b1

· · ·
am1x1 + · · · + amnxn = bm

,

chamaremos forma matricial do sistema (S) a

(S) AX = B

onde
A =





a11 · · · a1n

· · ·
am1 · · · amn



, X =






x1

.

..
xn




 e B =






b1

.

..
bm




.

1 A ∈ Mm×n(K) é a matriz simples do sistema

2 X ∈ Mn×1(K) é a matriz das incógnitas

3 B ∈ Mm×1(K) é a matriz dos termos independentes.
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2. Sistemas de Equações Lineares

Chama-se matriz ampliada do sistema

(S)







a11x1 + · · · + a1nxn = b1

· · ·
am1x1 + · · · + amnxn = bm

,

à matriz
[A | B] ∈ Mm×(n+1)(K)

cuja coluna i , i = 1, . . . , n, é igual à coluna i de A e cuja coluna n + 1 é
igual à coluna (única) de B .

Observação

Note-se que

r ([A | B]) = r(A) ou r ([A | B]) = r(A) + 1
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2. Sistemas de Equações Lineares

Exemplo

Para o sistema de equações lineares nas incógnitas x1, x2, x3, sobre R,

(S)







x1 + x2 − x3 = 0
2x1 + x2 = 1
x1 − x3 = 1

3x1 + x2 − x3 = 2

,

tem-se a seguinte forma matricial:







1 1 −1
2 1 0
1 0 −1
3 1 −1







︸ ︷︷ ︸

A





x1

x2

x3





︸ ︷︷ ︸

X

=







0
1
1
2







︸ ︷︷ ︸

B

.

A sua matriz ampliada é







1 1 −1 0
2 1 0 1
1 0 −1 1
3 1 −1 2






.
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(S)







x1 + x2 − x3 = 0
2x1 + x2 = 1
x1 − x3 = 1

3x1 + x2 − x3 = 2

,

tem-se a seguinte forma matricial:







1 1 −1
2 1 0
1 0 −1
3 1 −1







︸ ︷︷ ︸

A





x1

x2

x3





︸ ︷︷ ︸

X

=







0
1
1
2







︸ ︷︷ ︸

B

.

A sua matriz ampliada é
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2. Sistemas de Equações Lineares

Proposição

Sejam A ∈ Mm×n(K) e B ∈ Mm×1(K). Se P ∈ Mm×m(K) é uma matriz
invert́ıvel então os sistemas

(S) AX = B e (S ′) (PA)X = PB

são equivalentes (isto é, têm o mesmo conjunto de soluções).
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2. Sistemas de Equações Lineares

Exerćıcio

Considere os sistemas

(S1)







x + y = 0
x + 2y = 0
2x + 3y = 2

, (S2)







x + y = 1
x + 2y = 0
2x + 3y = 1

, (S3)







x + y = 2
2x + 2y = 4
3x + 3y = 6

.

1 Discuta cada um dos sistemas (S1), (S2) e (S3).

2 Resolva os sistemas posśıveis.
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2. Sistemas de Equações Lineares

Resumo sobre a discussão de sistemas:

AX = B com A ∈ Mm×n(K)

AX = B
Sistema

�
�

r(A) < r([A | B])
Sistema Imposśıvel

@
@ r(A) = r([A | B])

Sistema Posśıvel

�
�

r(A) = r([A | B]) = n
Sistema Posśıvel Determinado

@
@ r(A) = r([A | B]) < n .

Sistema Posśıvel Indeterminado,
com grau de indeterminação
n − r(A)
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