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Caṕıtulo 1

SISTEMAS DE EQUAÇÕES
LINEARES

A resolução de sistemas de equações lineares e a interpretação geométrica das suas
soluções constituem dois dos principais tópicos estudados em Álgebra Linear. Neste caṕıtulo
abordaremos um processo sistemático de resolução de sistemas de equações lineares e dare-
mos um exemplo de aplicação dos sistemas.

1.1 Introdução aos Sistemas de Equações Lineares

Nesta primeira secção iremos introduzir alguma terminologia básica.
Uma equação da recta em R2 pode ser dada pela expressão

a1x + a2y = b,

em que a1, a2 não são ambos nulos, e uma equação geral do plano em R3, pela expressão

a1x + a2y + a3z = b,

em que a1, a2, a3 não são todos nulos. Estas duas equações são exemplos de equações lineares.

Definição 1.1 Uma equação linear nas n variáveis x1, x2, ..., xn é uma equação da forma

a1x1 + a2x2 + .... + anxn = b,

em que a1, a2, ..., an são constantes (a que chamaremos coeficientes) não todas nulas e b é
outra constante.

No caso de b = 0, teremos a equação linear

a1x1 + a2x2 + .... + anxn = 0,

que é denominada equação linear homogénea.
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Observação

1. Uma equação linear não envolve produto de variáveis, potências de variáveis (excepto
a potência de expoente 1) nem variáveis como argumento de funções.

As equações seguintes não são equações lineares:

x + cos y − 2arcsen z = 0;
xy − 3z = 5;
x2 = 3;√

x + 4y = 2.

As equações seguintes são equações lineares:

5x + 2y = 2;
x1 + 2x2 + 4x3 − x4 = 0.

2. As variáveis de uma equação linear são normalmente designadas pelas letras pequenas
x, y, z, w, com ou sem ı́ndices.

Podemos agora definir sistema de equações lineares.

Definição 1.2 A uma colecção finita de equações lineares chama-se sistema de equações
lineares, ou simplesmente sistema. As variáveis do sistema de equações lineares designam-
-se por incógnitas.

Um sistema de m equações lineares a n incógnitas, x1, x2, ..., xn, pode escrever-se na
forma





a11x1 + a12x2 + ... + a1nxn = b1
...
am1x1 + am2x2 + ... + amnxn = bm

(1.1)

em que o coeficiente aij está associado à i-ésima equação do sistema,

ai1x1 + ai2x2 + ... + ainxn = bi

e à j-ésima incógnita do sistema, xj.
As constantes b1, b2, ..., bm designam-se por termos independentes do sistema.
Se no sistema (1.1) tivermos b1 = b2 = ... = bm = 0, dizemos que o sistema é ho-

mogéneo.

Exemplo 1.3 {
x1 + x2 + x3 = 2
x1 − x2 + x3 = 0

(1.2)

é um sistema de 2 equações lineares a 3 incógnitas, x1, x2, x3.
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1.2 Solução e Conjunto-Solução de um Sistema

Depois da definição de sistema de equações lineares, é importante sabermos identificar
uma solução de um sistema e como classificar um sistema consoante o número de soluções
do mesmo.

Definição 1.4 Uma solução de um sistema de equações lineares nas incógnitas x1, x2, ..., xn

é uma sequência de n números s1, s2, ..., sn tais que, substituindo em cada equação x1, x2, ..., xn

por s1, s2, ..., sn, respectivamente, tornam cada equação do sistema numa proposição ver-
dadeira.

Observação A solução nula é solução de qualquer sistema homogéneo.

Exemplo 1.5 Usando o sistema do Exemplo 1.3,

{
x1 + x2 + x3 = 2
x1 − x2 + x3 = 0,

temos que

x1 = 0, x2 = 1, x3 = 1

é uma solução do sistema, pois, 0 + 1 + 1 = 2, 0− 1 + 1 = 0, mas,

x1 = 1, x2 = 0, x3 = 1

não é solução do sistema, pois, 1 + 0 + 1 = 2 mas 1− 0 + 1 6= 0.

Definição 1.6 O conjunto formado por todas as soluções de um sistema chama-se conjunto-
solução.

Considerando um sistema de equações lineares teremos 3 hipóteses para o seu conjunto-
solução:

1. Se o sistema não tiver soluções, dizemos que o sistema é imposśıvel. Neste caso, o
conjunto-solução é vazio.

2. Se o sistema tiver uma, e uma só solução, dizemos que o sistema é posśıvel e
determinado. Neste caso, o conjunto-solução é constitúıdo pela única solução do sistema.

3. Se o sistema tiver mais do que uma solução, dizemos que o sistema é posśıvel e
indeterminado.
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1.3 Interpretação Geométrica do Conjunto-Solução de um
Sistema

Se expressarmos uma solução x1 = s1, x2 = s2,..., xn = sn do sistema (1.1), como
o n-uplo ordenado (s1, s2, ..., sn) (por exemplo, a solução do sistema (1.2), atrás referida,
x1 = 0, x2 = 1, x3 = 1, pode ser expressa pelo terno (0, 1, 1)), podemos pensar nas soluções
do sistema (1.1) como pontos de Rn, abrindo a possibilidade a uma interpretação geométrica
do conjunto-solução do sistema.

A intersecção de 2 rectas em R2 dá origem a um sistema de 2 equações lineares a 2
incógnitas: {

a11x + a12y = b1

a21x + a22y = b2

Cada uma destas 2 equações lineares representa uma recta do plano Oxy e, portanto, cada
solução deste sistema corresponde a um ponto de intersecção destas rectas.

Assim, existem 3 possibilidades:
1. As rectas podem ser paralelas e distintas, sendo o sistema imposśıvel (sem solução).

¡
¡

¡
¡

¡

¡
¡

¡
¡

¡

2. As rectas podem ser concorrentes (intersectam-se somente num ponto), sendo o
sistema posśıvel e determinado.
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3. As rectas podem ser coincidentes e, neste caso, o sistema é posśıvel e indeterminado
(as soluções são todos os pontos da recta comum).
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Se pensarmos na intersecção de 3 planos em R3, teremos o sistema





a11x + a12y + a13z = b1

a21x + a22y + a23z = b2

a31x + a32y + a33z = b3

Como podemos ver existem 3 possibilidades: nenhuma solução, uma única solução ou
uma infinidade de soluções.
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©©©

£
££

£
££
@

@

©©
@

@

@
@

@
@

uma infinidade de soluções,
a intersecção é uma recta
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1.4 Sistemas e Matrizes

Atendendo ao tamanho do sistema, é muitas vezes dificil a sua resolução e necessitamos
de recorrer ao auxilio do computador. Um processo para contornar esta dificuldade é escrever
o sistema (1.1) de m equações lineares a n incógnitas





a11x1 + a12x2 + ... + a1nxn = b1
...
am1x1 + am2x2 + ... + amnxn = bm

como um quadro com m × (n + 1) números, dispostos por m linhas e n + 1 colunas, da
seguinte forma




a11 a12 ... a1n
...

...
...

am1 am2 ... amn

∣∣∣∣∣∣∣

b1
...

bm




que se designa por matriz ampliada do sistema e é denotada por [A|B].

Observação Em Matemática chama-se matriz a qualquer quadro de números deste tipo.

A matriz simples do sistema é a matriz

A =




a11 a12 ... a1n
...

...
...

am1 am2 ... amn


 ,

a matriz dos termos independentes é a matriz

B =




b1
...

bm


 ,

e a matriz das incógnitas do sistema é a matriz

X =




x1
...

xn


 .

Exemplo 1.7 1. O sistema
{

3x + 3y = 9
x + 2y = 1

3

tem associadas as matrizes:
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- simples do sistema A =
[

3 3
1 2

]

- dos termos independentes B =
[

9
1
3

]

- das incógnitas X =
[

x
y

]

- ampliada do sistema [A|B] =
[

3 3
1 2

∣∣∣∣
9
1
3

]
.

2. A matriz




5 2 1
−1 0 2
0 3 6


 é a matriz ampliada do sistema





5x + 2y = 1
−x = 2
3y = 6

Definição 1.8 Se uma linha, de uma matriz, não é toda nula, chamamos pivot ao elemento
não nulo, dessa linha, mais à esquerda.

Exemplo 1.9 Na matriz




1 2 −1 4
0 0 0 5
0 3 2 6


, o número 1 é o pivot da primeira linha.

O número 5 é o pivot da segunda linha e o número 3 é o pivot da terceira linha.

Definição 1.10 Dizemos que uma matriz está em forma de escada, abreviadamente f.e.,
se verificar as 2 condições seguintes:

1. Se houver uma linha nula na matriz, as outras linhas abaixo dela serão nulas;
2. Em duas linhas quaisquer, não nulas, o pivot da linha inferior ocorre mais à direita

do que o pivot da linha superior.

Exemplo 1.11 As seguintes matrizes estão em forma de escada




0 2 3 4
0 0 0 5
0 0 0 0


 ;




1 0 0
0 1 0
0 0 1


 ;

[
0 0
0 0

]
.

As seguintes matrizes não estão em forma de escada




0 2 3 4
0 0 0 0
0 0 0 6


 ;




0 2 3 4
0 2 0 1
0 0 0 6


 ;

[
0 1
1 0

]
.
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Definição 1.12 Dizemos que uma matriz está em forma de escada reduzida, abrevi-
adamente f.e.r., se estiver em forma de escada com cada pivot igual a 1 e os restantes
elementos de cada coluna, a que pertença um pivot, iguais a zero.

Exemplo 1.13 As seguintes matrizes estão em forma de escada reduzida




1 0 2
0 1 0
0 0 0


 ;




1 2 0 4
0 0 1 −1
0 0 0 0


 .

As seguintes matrizes não estão em forma de escada reduzida




1 0 3 5
0 0 1 2
0 0 0 0


 ;




1 0 0 5
0 0 2 0
0 0 0 0


 .

1.5 Método de Eliminação de Gauss

Nesta secção iremos descrever um algoritmo para resolver um sistema de equações lin-
eares: o método de eliminação de Gauss. Vimos que podemos associar a um sistema diversas
matrizes, entre elas a matriz ampliada do sistema. Também é fácil de comprovar que o sis-
tema que tem como matriz ampliada uma matriz em forma de escada é um sistema de fácil
resolução.

Por exemplo, a matriz




1 2 0 5
0 1 0 7
0 0 2 8


, é uma matriz em forma de escada e é a matriz

ampliada do sistema





x + 2y = 5
y = 7
2z = 8

. Ora este sistema é fácil de resolver e tem como conjunto-

solução, {(−9, 7, 5)}.
O objectivo do algoritmo é obter a partir da matriz ampliada do sistema, uma sua

forma de escada. Para isso necessitamos de efectuar certas operações nas linhas da matriz,
operações estas que não alterem as soluções do sistema.

Há três tipos de operações posśıveis:

1. Multiplicar uma linha por uma constante não nula ;
2. trocar duas linhas;
3. somar um múltiplo de uma linha a outra linha.
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Estas operações nas linhas da matriz são designadas por transformações elementares
nas linhas. Demonstra-se que nenhuma delas altera o conjunto-solução do sistema inicial,
pelo que utilizando estas três transformações elementares é posśıvel obter uma matriz em
forma de escada, da matriz inicial.

Vejamos um exemplo de como se processa o método de eliminação de Gauss.

Exemplo 1.14 Consideremos o sistema nas variáveis x, y, z





y + 2z = 5
2

2x + z = 2
x− y + z = 1

A matriz ampliada deste sistema é a matriz



0 1 2
2 0 1
1 −1 1

∣∣∣∣∣∣

5
2
2
1


 .

Esta matriz não está em forma de escada. Vamos utilizar as transformações elementares
nas linhas da matriz por forma a obtermos uma matriz em forma de escada. Repare que na
primeira coluna da matriz, temos na primeira linha (posição (1, 1) da matriz) um zero e há
elementos não nulos nesta coluna. Portanto, temos que colocar um elemento diferente de
zero na posição (1, 1). Para isso vamos utilizar a transformação elementar que troca duas
linhas. Troquemos a primeira linha da matriz com a sua terceira linha. Obtemos a matriz




1 −1 1
2 0 1
0 1 2

∣∣∣∣∣∣

1
2
5
2


 .

Nesta matriz existem, na primeira coluna, além do elemento da posição (1, 1), outros ele-
mentos não nulos. O passo seguinte, para chegarmos a uma matriz em forma de escada,
é anular estes outros elementos da primeira coluna, usando sempre transformações ele-
mentares. Como temos o número 2 na posição (2, 1), para o alterarmos para zero, teremos
de somar à segunda linha desta matriz a primeira linha depois de multiplicada por −2.
Obtemos a matriz 


1 −1 1
0 2 −1
0 1 2

∣∣∣∣∣∣

1
0
5
2


 .

Esta matriz tem a primeira coluna nas condições de uma matriz em forma de escada. Vamos
esquecer a primeira linha e a primeira coluna desta matriz e ficamos com a matriz


 2 −1

1 2

∣∣∣∣∣∣
0
5
2


 .

Façamos o mesmo racioćınio com esta matriz. Temos agora na segunda linha e segunda
coluna um elemento diferente de zero. Na segunda coluna da matriz há outros elementos
não nulos. Vamos anular o número 1 que está na posição (3, 2) usando o número 2 da
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posição (2, 2) e uma transformação elementar. Ou seja, vamos somar à terceira linha a
segunda multiplicada por −1

2 . Obtemos a matriz


 2 −1

0 5
2

∣∣∣∣∣∣
0
5
2


 .

Se colocarmos os elementos que foram omitidos, temos a matriz



1 −1 1
0 2 −1
0 0 5

2

∣∣∣∣∣∣

1
0
5
2




que está em forma de escada.
Até aqui foi utilizado o método de eliminação de Gauss. Se continuarmos o processo, mas

agora da última linha da matriz para a primeira, obtemos uma matriz em forma de escada
reduzida. Este processo é conhecido por método de eliminação de Gauss-Jordan.

O pivot da terceira linha não é o número um. Para o transformarmos em um, com uma
transformação elementar, vamos multiplicar a terceira linha por 2

5 . Obtemos a matriz




1 −1 1
0 2 −1
0 0 1

∣∣∣∣∣∣

1
0
1


 .

A terceira coluna, além do pivot da terceira linha, tem outros elementos não nulos. Temos
que transformá-los em zeros. Se somarmos à segunda linha a terceira multiplicada, obtemos
a matriz 


1 −1 1
0 2 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣

1
1
1


 .

Se somarmos à primeira linha a terceira multiplicada por −1, obtemos a matriz



1 −1 0
0 2 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣

0
1
1


 .

A terceira coluna está nas condições de matriz em forma de escada reduzida. Passemos à
segunda coluna e façamos o mesmo processo. O pivot desta coluna está na segunda linha.
Vamos multiplicar a segunda linha por 1

2 . Obtemos a matriz




1 −1 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣

0
1
2
1


 .

Se somarmos à primeira linha a segunda, obtemos a matriz



1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣

1
2
1
2
1


 .
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Esta matriz está em forma de escada reduzida e corresponde ao sistema




x = 1
2

y = 1
2

z = 1

A solução é x = 1
2 , y = 1

2 , z = 1, ou em termos de conjunto-solução

{(
1
2
,
1
2
, 1

)}
.

Para simplificar a escrita, usaremos as seguintes notações para as três transformações
elementares nas linhas:

1. li → ali para designar que multiplicámos a linha i pela constante, não nula, a.
2. li ↔ lj para designar que trocámos a linha i pela linha j.
3. li → (li + blj) para designar que somámos à linha i, a linha j depois de multiplicada

por b.

Exemplo 1.15 Vamos resolver o sistema





x −y +z = 1
2x +z = 2
3x −y +2z = 3.

(1.3)

A matriz ampliada do sistema é




1 −1 1
2 0 1
3 −1 2

∣∣∣∣∣∣

1
2
3


 −→

l2 → (l2 − 2l1)




1 −1 1
0 2 −1
3 −1 2

∣∣∣∣∣∣

1
0
3


 −→

l3 → (l3 − 3l1)

−→



1 −1 1
0 2 −1
0 2 −1

∣∣∣∣∣∣

1
0
0


 −→

l3 → (l3 − l2)




1 −1 1
0 2 −1
0 0 0

∣∣∣∣∣∣

1
0
0


 −→

l2 → 1
2 l2

−→



1 −1 1
0 1 −1

2
0 0 0

∣∣∣∣∣∣

1
0
0


 −→

l1 → (l1 + l2)




1 0 1
2

0 1 −1
2

0 0 0

∣∣∣∣∣∣

1
0
0




e o sistema que corresponde a esta última matriz ampliada é




x +1
2z = 1

y −1
2z = 0
0 = 0.

Porque x e y correspondem aos pivots da 1a e 2a linhas da matriz ampliada, dizemos que
estas variáveis são ĺıderes. As outras variáveis (que neste caso é unicamente o z) dizem-se
livres.

Resolvendo o sistema em ordem às variáveis ĺıderes obtemos
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{
x = 1− 1

2z
y = 1

2z.

Pelo que o conjunto-solução é
{(

1− 1
2
z,

1
2
z, z

)
: z ∈ R

}
.

Vejamos mais alguns exemplos de como determinar o conjunto-solução de um sistema.

Exemplo 1.16 Consideremos 3 planos em R3 de equações

3x + 3y + z = 4; x + 2y − z = 0; 2x + y + z = 3,

e determinemos a sua intersecção.
O sistema formado pelas 3 equações é





3x + 3y + z = 4
x + 2y − z = 0
2x + y + z = 3.

A matriz ampliada deste sistema é a matriz



3 3 1
1 2 1
2 1 1

∣∣∣∣∣∣

4
0
3


 −→

l2 → (l2 − 1
3 l1)




3 3 1
0 1 −4

3
2 1 1

∣∣∣∣∣∣

4
−4

3
3


 −→

l3 → (l3 − 2
3 l1)

−→



3 3 1
0 1 −4

3
0 −1 1

3

∣∣∣∣∣∣

4
−4

3
1
3


 −→

l3 → (l3 + l2)




3 3 1
0 1 −4

3
0 0 −1

∣∣∣∣∣∣

4
−4

3
−1


 −→

l3 → −l3

−→



3 3 1
0 1 −4

3
0 0 1

∣∣∣∣∣∣

4
−4

3
1


 −→

l2 → (l2 + 4
3 l3)




3 3 1
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣

4
0
1


 −→

l1 → (l1 − l3)

−→



3 3 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣

3
0
1


 −→

l1 → (l1 − 3l2)




3 0 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣

3
0
1


 −→

l1 → 1
3 l1

−→



1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣

1
0
1




Esta matriz corresponde ao sistema





x = 1
y = 0
z = 1.
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Pelo que o conjunto-solução é

{(1, 0, 1)}.
Ou seja, a intersecção dos 3 planos em R3 é o ponto (1, 0, 1).

1.6 Caracteŕıstica de uma Matriz

Quando resolvemos um sistema usando a sua matriz ampliada, o que fazemos é modificar
a matriz inicial através de transformações elementares nas linhas da matriz, até obtermos
uma matriz em forma de escada ou em forma de escada reduzida. Estas matrizes que se
obtém, permitem-nos determinar mais facilmente o conjunto-solução do sistema.

Ou seja,
1. Se aplicarmos o método de eliminação de Gauss a uma determinada matriz, obtemos

uma sua forma de escada. Se além deste, utilizarmos o método de eliminação de Gauss-
Jordan obtemos a sua forma de escada reduzida.

2. Uma matriz pode dar origem a diversas suas formas de escada, mas só dá origem a
uma sua forma de escada reduzida.

Proposição 1.17 Seja C uma matriz. Qualquer matriz em forma de escada obtida de C,
tem o mesmo número de linhas não nulas.

Definição 1.18 Seja C uma matriz. Ao número de linhas não nulas de qualquer sua forma
de escada chama-se caracteŕıstica de C e denota-se por r(C).

Exemplo 1.19 Consideremos o sistema




x +y −z = 2
2y +z = 0

x +3y = 3.

Vejamos as caracteŕısticas das matrizes simples e ampliada do sistema.
Ora, a matriz ampliada é




1 1 −1
0 2 1
1 3 0

∣∣∣∣∣∣

2
0
3


 −→

l3 → (l3 − l1)




1 1 −1
0 2 1
0 2 1

∣∣∣∣∣∣

2
0
1


 −→

l3 → (l3 − l2)




1 1 −1
0 2 1
0 0 0

∣∣∣∣∣∣

2
0
1


 .

Assim, r([A|B]) = 3 (número de linhas não nulas, quando a matriz está em forma de escada)
e r(A) = 2.
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Observação 1. Se C é uma matriz com m linhas, da definição vem que r(C) ≤ m.
2. Se A é a matriz simples de um dado sistema e [A|B] é a matriz ampliada, então

r(A) ≤ r([A|B]).
3. Se C é uma matriz com n colunas, porque numa forma de escada de C não podem

existir dois pivots na mesma coluna, então r(C) ≤ n (o número de linhas não nulas é o
número de pivots, quando a matriz está em forma de escada).

1.7 Discussão de um Sistema

Muitas vezes, dada a complexidade de certos sistemas ou porque podem tirar-se con-
clusões sem a solução do sistema, interessa saber se o sistema é posśıvel e determinado,
posśıvel e indeterminado ou imposśıvel. Uma forma de fazer este estudo é através da com-
paração das caracteŕısticas das matrizes ampliada e simples do sistema, e do número de
incógnitas. A este estudo chama-se discussão do sistema.

Teorema 1.20 Dado um sistema com m equações a n incógnitas e sendo A a matriz sim-
ples do sistema e [A|B] a matriz ampliada, então:

1. Se r(A) < r([A|B]), o sistema é imposśıvel

2. Se r(A) = r([A|B]) = n, o sistema é posśıvel e determinado

3. Se r(A) = r([A|B]) < n, o sistema é posśıvel e indeterminado, sendo n − r(A) o
número de variáveis livres do sistema a que se chama grau de indeterminação do
sistema.

Demonstração Seja [A′|B′] uma forma de escada da matriz ampliada [A|B]. Então, A′

está em forma de escada e é obtida a partir de A. Pela definição, r([A|B]) = r([A′|B′]) e
r(A) = r(A′).

1. Se r(A) < r([A|B]), então r(A′) < r([A′|B′]). Consequentemente, o sistema a que
corresponde a matriz ampliada [A′|B′] terá, pelo menos, uma equação do tipo 0 = b′j com
b′j 6= 0 (repare-se no exemplo anterior) e o sistema é imposśıvel.

2. Se r(A) = r([A|B]) = n, então r(A′) = r([A′|B′]) = n. Neste caso, o sistema a que
corresponde a matriz ampliada [A′|B′], pensando que [A′|B′] é a forma de escada reduzida
de [A|B], é 




x1 = b′1
x2 = b′2

...
xn = b′n

(repare-se no Exemplo 1.14). Ou seja, o sistema é posśıvel e determinado.
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3. Sendo [A′|B′] a forma de escada reduzida de [A|B], se r(A) = r([A|B]) = s < n, então
o sistema a que corresponde a matriz ampliada [A′|B′], terá s variáveis ĺıderes e portanto
n− s variáveis livres e será do tipo





xi1 +
∑

( ) = b′1
xi2 +

∑
( ) = b′2

...
xis +

∑
( ) = b′n

em que
∑

( ) designa, em cada equação, a soma que envolve as variáveis livres. Como neste
caso, s < n, então n − s ≥ 1, ou seja, o sistema é posśıvel e indeterminado (repare-se no
Exemplo 1.15). 2

Porque, num sistema homogéneo a matriz dos termos independentes é toda nula e trans-
formações elementares nas linhas não alteram uma coluna nula, temos sempre r(A) =
r([A|B]).

Corolário 1.21 Dado um sistema homogéneo com m equações a n incógnitas e sendo A a
matriz simples do sistema, então:

1. Se r(A) = n, o sistema é posśıvel e determinado

2. Se r(A) < n, o sistema é posśıvel e indeterminado, sendo n − r(A) o número de
variáveis livres do sistema a que se chama grau de indeterminação do sistema.

Exemplo 1.22 Façamos a discussão do sistema nas incógnitas x, y, z e nos parâmetros a

e b. 



x +y +z = 4
ay +z = 2

(a− 1)z = b.

A matriz ampliada deste sistema é

[A|B] =




1 1 1
0 a 1
0 0 a− 1

∣∣∣∣∣∣

4
2
b


 .

Vamos utilizar o Teorema anterior para sabermos quando é que o sistema está em cada um
dos casos:

• Se a 6= 0 e a 6= 1 então, a matriz [A|B] está em forma de escada, pelo que r(A) =
3 = r([A|B]) =número de incógnitas. Pelo Teorema 1.20, nestas condições o sistema
é posśıvel e determinado.

• Se a = 0, a matriz ampliada é


1 1 1
0 0 1
0 0 −1

∣∣∣∣∣∣

4
2
b


 que não está em forma de escada.
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Calculemos a sua caracteŕıstica



1 1 1
0 0 1
0 0 −1

∣∣∣∣∣∣

4
2
b


 −→

l3 → (l3 + l2)




1 1 1
0 0 1
0 0 0

∣∣∣∣∣∣

4
2

b + 2


 .

Se b 6= −2, r([A|B]) = 3.

Se b = −2, r([A|B]) = 2.

Como r(A) = 2, temos :

Se a = 0, b 6= −2, r(A) = 2 < 3 = r([A|B]) e o sistema é imposśıvel.

Se a = 0, b = −2, r(A) = 2 = r([A|B]) < 3 =número de incógnitas e o sistema é
posśıvel e indeterminado com grau de indeterminação n− r(A) = 3− 2 = 1.

• Se a = 1, a matriz ampliada é


1 1 1
0 1 1
0 0 0

∣∣∣∣∣∣

4
2
b


 .

Pelo que, se b 6= 0, r([A|B]) = 3 e se b = 0, r([A|B]) = 2.

Porque r(A) = 2, então

Se a = 1, b 6= 0, r(A) = 2 < 3 = r([A|B]) e o sistema é imposśıvel,

Se a = 1, b = 0, r(A) = 2 = r([A|B]) < 3 =número de incógnitas e o sistema é
posśıvel e indeterminado com grau de indeterminação n− r(A) = 3− 2 = 1.

Resumindo, o sistema é

• posśıvel e determinado se (a 6= 0 e a 6= 1),

• posśıvel e indeterminado se (a = 0 e b = −2) ou (a = 1 e b = 0), em qualquer dos
casos com grau de indeterminação 1,

• imposśıvel se (a = 0 e b 6= −2) ou (a = 1 e b 6= 0).

Exemplo 1.23 Determinemos para que valores de a e b, as duas rectas em R2, cujas
equações são

3x + 3y = b e x + ay =
1
3
,

coincidem.
Como vimos anteriormente, as rectas são coincidentes se o sistema, formado pelas suas

equações, for posśıvel e indeterminado. Vamos resolver o sistema

{
3x + 3y = b
x + ay = 1

3

,

utilizando o método de eliminação de Gauss-Jordan. A matriz ampliada deste sistema é a
matriz
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[A|B] =
[

3 3
1 a

∣∣∣∣
b
1
3

] −→
l2 → (l2 − 1

3 l1)

[
3 3
0 (a− 1)

∣∣∣∣
b

1
3 − b

3

]

• Se a 6= 1 então, a matriz [A|B] está em forma de escada, pelo que r(A) = 2 =
r([A|B]) =número de incógnitas. Pelo Teorema 1.20, nestas condições o sistema é
posśıvel e determinado.

• Se a = 1 e b 6= 1, então, a matriz [A|B] está em forma de escada, pelo que r(A) =
1 =< ([A|B]). Pelo Teorema 1.20, nestas condições o sistema é imposśıvel.

• Se a = 1 e b = 1, então, a matriz [A|B] está em forma de escada, pelo que r(A) =
1 = r([A|B]) < 2 =número de incógnitas. Pelo Teorema 1.20, nestas condições o
sistema é posśıvel e indeterminado com grau de indeterminação igual ao número de
incógnitas−r(A) = 1.

Portanto, as rectas são coincidentes se a = b = 1.
Vejamos como é o conjunto-solução do sistema neste caso. Se a = b = 1, o sistema é

{
3x + 3y = 1

0 = 0.

Então, x = 1
3 − y.

Assim, o conjunto-solução do sistema é
{(

1
3
− y, y

)
: y ∈ R

}
.

1.8 Aplicação dos Sistemas de Equações Lineares

Ao longo desta secção veremos um exemplo de aplicação dos sistemas de equações lineares
aos problemas da vida quotidiana. Outro exemplo pode ser consultado no apêndice “Outra
Aplicação dos Sistemas: Análise de Redes”.

1.8.1 Cores dos Ecrãs de Televisão

As cores dos ecrãs de televisão são baseadas no modelo de cores RGB (red, green and
blue). Neste modelo, as cores são criadas a partir das três cores: vermelho, verde e azul. Se
identificarmos estas cores com os vectores de R3

R = (1, 0, 0) (vermelho), G = (0, 1, 0) (verde), B = (0, 0, 1) (azul)
e adicionarmos estes vectores depois de cada um deles ter sido multiplicado por um escalar
(um número real) entre 0 e 1, inclusivé, (estes escalares representam a percentagem de cada
cor na mistura) obtemos todas as outras cores.
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Definição 1.24 Um vector w de Rn é combinação linear dos vectores v1, v2, ..., vp de Rn

se w pode ser expresso na forma

w = c1v1 + c2v2 + ... + cpvp

em que c1, c2, ..., cp ∈ R e são denominados coeficientes da combinação linear.

Portanto, o que dissemos anteriormente, é que cada vector cor pode ser expresso como
combinação linear de R,G,B, em que os coeficientes da combinação linear são números reais
entre 0 e 1.

O conjunto de todas as cores pode ser representado pelo cubo:

R=vermelho
(1, 0, 0)

•
amarelo
(1, 1, 0)

•

magenta
(1, 0, 1)

• branco
(1, 1, 1)
•

azul celeste
(0, 1, 1)•

preto
(0, 0, 0)

•A

• G=verde
(0, 1, 0)•

B=azul
(0, 0, 1)•

¡
¡

¡
¡

¡
¡

¡
¡

¡
¡

¡
¡

¡

¡

¡
¡

¡

¡

¡

¡

Ao longo da diagonal entre o preto e o branco estão todas as tonalidades de cinzento.
Se A (cor cinzenta) for o vector cor

(
1
2 , 1

2 , 1
2

)
, ele escreve-se como combinação linear dos

vectores cores R,G,B da seguinte forma:
(

1
2
,
1
2
,
1
2

)
=

1
2
(1, 0, 0) +

1
2
(0, 1, 0) +

1
2
(0, 0, 1).

Vejamos se é posśıvel escrever A como combinação linear dos vectores cores R,B e
amarelo. Neste caso, o que pretendemos é encontrar coeficientes x, y, z tais que

(
1
2
,
1
2
,
1
2

)
= x(1, 0, 0) + y(0, 0, 1) + z(1, 1, 0).

Atendendo ao produto de um escalar por um vector, soma de vectores e igualdade de
vectores temos (

1
2
,
1
2
,
1
2

)
= (x + z, z, y).

Donde obtemos o sistema 



x +z = 1
2

z = 1
2

y = 1
2

que tem a solução x = 0, y = 1
2 , z = 1

2 . Assim a cor cinzenta A obtém-se à custa do amarelo
e do azul sem necessitarmos do vermelho,

(
1
2
,
1
2
,
1
2

)
=

1
2
(0, 0, 1) +

1
2
(1, 1, 0).
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Caṕıtulo 2

OPERAÇÕES COM MATRIZES

No caṕıtulo anterior utilizámos as matrizes para simplificar o estudo e a resolução
dos sistemas de equações lineares. Neste caṕıtulo consideraremos as matrizes como entes
matemáticos e definiremos algumas operações matriciais e as suas principais propriedades.

2.1 Definições Básicas e Exemplos de Matrizes

A notação que temos usado para um vector de Rn é

v = (v1, . . . , vn).

Atendendo a que um vector de Rn é uma lista de n números (as componentes do vector)
ordenados, qualquer notação que tenha as componentes do vector pela mesma ordem é uma
outra forma de escrever o vector. Por exemplo, podemos escrever o vector v como a matriz

[
v1 v2 . . . vn

]

(matriz linha) ou




v1

v2
...

vn




(matriz coluna).

Definição 2.1 Matriz é um quadro de números, denominados entradas da matriz, dis-
postos em m linhas e n colunas, e por isso diz-se que a matriz é de tamanho m× n (ou
de tipo m× n).
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Atenção: Quando dizemos que a matriz é de tipo r × s, na expressão r × s, primeiro
escrevemos o número de linhas da matriz (neste caso r) e por último escrevemos o número
de colunas da matriz (neste caso s).

Vejamos alguns exemplos de tipos de matrizes:

• Como já o dissemos, uma matriz linha é uma matriz com uma única linha, portanto
de tamanho 1× n ( ou, de tipo 1× n).

• Uma matriz coluna é uma matriz de tipo m× 1.

• Uma matriz diz-se quadrada se o número das suas linhas for igual ao número das
suas colunas. Neste caso, se for de tipo n×n, dizemos que é uma matriz quadrada de

ordem n. Por exemplo,
[

1 2
−1 0

]
é uma matriz quadrada de ordem 2, ou simplesmente

matriz de ordem 2.

Notação 2.2 A notação usual para designar uma matriz A de tipo m × n (repare-se que
em primeiro lugar aparece o número de linhas da matriz) é

A =




a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
...

am1 am2 . . . amn




em que aij é o elemento que ocupa a posição (i, j) (ou a entrada (i, j)) da matriz A,
ou seja, aij encontra-se na linha i e coluna j de A. Também se usa a notação (A)ij para
designar o elemento que ocupa a posição (i, j) da matriz A.

Quando queremos uma notação mais compacta para a matriz A, escrevemos A = [aij ].

Exemplo 2.3 A matriz




2 3 5 3
0 −1 1 −2
4 6 7 −3


 é de tipo 3 × 4 e o elemento que ocupa a posição

(2, 3) é o número 1. O número 7 ocupa a posição (3, 3) desta matriz.

Definição 2.4 Seja A = [aij ] uma matriz de ordem n.
Os elementos a11, a22, . . . , ann formam a diagonal principal da matriz A.
Dizemos que A é uma matriz triangular superior se as entradas abaixo da diagonal

principal são nulas, isto é, se A é da forma
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A =




a11 a12 . . . a1n

0 a22 . . . a2n
...

...
...

0 0 . . . ann


 .

Dizemos que A é uma matriz triangular inferior se as entradas acima da diagonal
principal são nulas, isto é, se A é da forma

A =




a11 0 . . . 0
a21 a22 . . . 0
...

...
...

an1 an2 . . . ann


 .

Dizemos que A é uma matriz diagonal se for triangular inferior e triangular superior,
isto é, se A é da forma

A =




a11 0 . . . 0
0 a22 . . . 0
...

...
...

0 0 . . . ann


 .

Dizemos que A é uma matriz escalar se for diagonal com a11 = a22 = . . . = ann (as
entradas da diagonal principal são iguais).

Entre as matrizes escalares há a destacar a

• matriz nula, matriz na qual qualquer entrada da matriz é nula. A notação usual da
matriz nula de ordem n é 0n;

• matriz identidade, matriz que tem a11 = a22 = . . . = ann = 1. A notação usual da
matriz identidade de ordem n é In.

Exemplo 2.5 A matriz A =




2 3 0
0 −1 1
0 0 0


 é triangular superior.

A matriz B =




2 0 0
3 −1 0
0 1 0


 é triangular inferior.

A matriz C =




2 0 0
0 −1 0
0 0 0


 é diagonal.

Em qualquer uma delas, os elementos 2,−1, 0 formam a sua diagonal principal.

As matrizes E =
[

2 0
0 2

]
; 02 =

[
0 0
0 0

]
; I2 =

[
1 0
0 1

]
são todas escalares sendo a

segunda a matriz nula de ordem 2 e a terceira a matriz identidade de ordem 2.
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Definição 2.6 Duas matrizes A e B dizem-se iguais se tiverem o mesmo tamanho e os
elementos das entradas correspondentes iguais. Neste caso, escrevemos A = B.

2.2 Operações com Matrizes

Como veremos ao longo desta secção, muitas das operações que se efectuam com matrizes
não são mais do que generalizações das respectivas operações em R. No entanto, há certas
operações que se efectuam nas matrizes e que não têm significado em R.

2.2.1 Soma de Matrizes e Produto de um Escalar por uma Matriz

Como sabemos somar 2 vectores e multiplicar um escalar por um vector, e já vimos na
secção anterior como representar um vector na forma matricial, estamos em condições de
definir as operações de soma de matrizes e produto de um escalar por uma matriz.

Definição 2.7 Sejam A = [aij ] uma matriz de tipo m × n e α um escalar (isto é, α um
número). O produto αA é a matriz de tipo m× n que se obtém multiplicando cada entrada
de A por α, isto é,

(αA)ij = α(A)ij = αaij .

Definição 2.8 Sejam A = [aij ] e B = [bij ] matrizes de tipo m × n. A soma da matriz A

com a matriz B, que se denota por A + B, é a matriz de tipo m× n cuja entrada (i, j) é o
elemento aij + bij, isto é,

(A + B)ij = (A)ij + (B)ij = aij + bij .

Exemplo 2.9 Consideremos as matrizes

A =




2 −1
3 0
−1 1


 , B =




5 2
2 2
0 −1


 .

As duas matrizes são de tipo 3× 2, pelo que podemos somá-las

A + B =




2 + 5 −1 + 2
3 + 2 0 + 2
−1 + 0 1− 1


 =




7 1
5 2
−1 0


 .
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Já a matriz

3A =




3× 2 3× (−1)
3× 3 3× 0

3× (−1) 3× 1


 =




6 −3
9 0
−3 3


 .

Relativamente às operações atrás definidas temos as seguintes propriedades:

Proposição 2.10 Sejam A,B, C matrizes de tipo m× n e α, β escalares. Tem-se:

1. A + B = B + A (comutatividade da adição)

2. A + (B + C) = (A + B) + C (associatividade da adição)

3. (αβ)A = α(βA) = β(αA)

4. α(A + B) = αA + αB

5. (α + β)A = αA + βA

6. (−α)A = −(αA) = α(−A) em que −A significa (−1)A.

Demonstração Vamos demonstrar a propriedade 4..
Como A = [aij ], B = [bij ] são matrizes de tipo m × n, então α(A + B) e αA + αB são

de tipo m× n. Atendendo às definições,

(α(A + B))ij = α(A + B)ij = α(aij + bij).

Usando a propriedade distributiva do produto em relação à adição de números, vem que

(α(A + B))ij = αaij + αbij .

Usando as definições, temos

(α(A + B))ij = (αA)ij + (αB)ij = (αA + αB)ij .

2

2.2.2 Produto de uma Matriz por uma Matriz Coluna

Vejamos em primeiro lugar como se define o produto de uma matriz por uma matriz
coluna.

Em certas ocasiões é conveniente pensarmos numa matriz como uma sequência de ma-
trizes linha ou matrizes coluna, que podem ser traduzidas em vectores.

Por exemplo, se

A =




a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34
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então A pode ser subdividida em matrizes coluna

A =




a11 | a12 | a13 | a14

a21 | a22 | a23 | a24

a31 | a32 | a33 | a34


 =

[
C1 C2 C3 C4

]

em que Cj =




a1j

a2j

a3j


 é a j-ésima coluna de A, com j = 1, 2, 3, 4.

Ou subdividir A em matrizes linha

A =




a11 a12 a13 a14

− − − −
a21 a22 a23 a24

− − − −
a31 a32 a33 a34




=




R1

R2

R3




em que Ri =
[
ai1 ai2 ai3 ai4

]
é a i-ésima linha de A, com i = 1, 2, 3.

Já vimos que um sistema de m equações lineares a n incógnitas, (1.1),




a11x1 + a12x2 + ... + a1nxn = b1
...
am1x1 + am2x2 + ... + amnxn = bm

tem 3 matrizes associadas:

-a matriz simples do sistema, A =




a11 a12 . . . a1n
...

...
...

am1 am2 . . . amn


 ,

-a matriz dos termos independentes, B =




b1
...

bm


 ,

-a matriz das incógnitas, X =




x1
...

xn


 .

Vamos definir o produto AX por forma a que o sistema (1.1) possa ser escrito pela
expressão matricial AX = B.

Ora (1.1) na forma matricial é




a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn
...
am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn


 =




b1
...

bm




(recorde-se que duas matrizes são iguais se forem do mesmo tipo e as correspondentes
entradas forem iguais).
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Atendendo à soma de matrizes e ao produto de um escalar por uma matriz, a matriz
anterior pode ser escrita como

x1




a11
...

am1


 + x2




a12
...

am2


 + . . . + xn




a1n
...

amn


 =




b1
...

bm


 .

Conclúımos que

AX =




a11 a12 . . . a1n
...

...
...

am1 am2 . . . amn







x1
...

xn


 = x1




a11
...

am1


 + x2




a12
...

am2


 + . . . + xn




a1n
...

amn


 .

Definição 2.11 Se A é uma matriz m×n e X é uma matriz coluna n×1, então o produto
AX é uma matriz coluna m× 1 que resulta da combinação linear das matrizes coluna de A,
C1, C2, . . . , Cn, tendo como coeficientes (da combinação linear) as entradas de X, isto é,

AX =
[
C1 C2 . . . Cn

]



x1
...

xn


 = x1C1 + x2C2 + . . . + xnCn.

Atenção: Para podermos efectuar o produto AX, o número de colunas da matriz A

tem que ser igual ao número de linhas da matriz X. O produto AX é uma matriz com o
número de linhas igual ao número de linhas da matriz A e, com o número de colunas igual
ao número de colunas da matriz X.

Exemplo 2.12




2 −3 1 4
0 1 1 1
2 −1 0 1







−1
4
2
1


 = (−1)




2
0
2


 + 4



−3
1
−1


 + 2




1
1
0


 + 1




4
1
1


 =



−2
0
−2


 +



−12
4
−4


 +




2
2
0


 +




4
1
1


 =



−8
7
−5


 .

Vejamos agora duas propriedades que envolvem os três tipos de operações definidos:

Proposição 2.13 Sejam A uma matriz m×n, B e D matrizes coluna n×1 e α um escalar.
Tem-se:

1. A(αB) = α(AB) = (αA)B
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2. A(B + D) = AB + AD.

Demonstração Sejam C1, . . . , Cn as matrizes coluna de A e B =




b1
...

bn


, D =




d1
...

dn


.

Então,

αB =




αb1
...

αbn


 e B + D =




b1 + d1
...

bn + dn


 .

Assim,

A(αB) =
[
C1 C2 . . . Cn

]



αb1
...

αbn


 = (αb1)C1 + (αb2)C2 + . . . + (αbn)Cn =

porque α e bi são escalares, i = 1, . . . , n

= α(b1C1) + α(b2C2) + . . . + α(bnCn) = α(b1C1 + b2C2 + . . . + bnCn) = α(AB).

Da mesma forma,

A(B + D) = (b1 + d1)C1 + . . . + (bn + dn)Cn =

porque bi, di são escalares, i = 1, . . . , n,

= b1C1 + d1C1 + . . . + bnCn + dnCn =

usando a comutativa da soma de matrizes

= (b1C1 + . . . + bnCn) + (d1C1 + . . . + dnCn) = AB + AD.

2

2.2.3 Produto de Duas Matrizes

Vejamos agora como se efectua o produto de duas matrizes A e B quando B tem mais
do que uma coluna. Para que o produto AB esteja definido, exigimos que a condição da
associatividade

(AB)X = A(BX)

seja verdadeira para qualquer matriz coluna X, de tipo n× 1.
Pelo que vimos anteriormente, se X tem n linhas, para o produto BX estar definido,

B terá n colunas. Portanto, B é matriz de tipo s × n. O que implica que BX é matriz
coluna de tipo s × 1. Mas então, para o produto A(BX) estar definido, a matriz A deve
ter s colunas. Consequentemente, mostrámos que para se conseguir efectuar o produto, o
número de colunas de A tem de ser igual ao número de linhas de B.
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Se as colunas de B forem B1, . . . , Bn, então

BX =
[
B1 B2 . . . Bn

]



x1
...

xn


 = x1B1 + x2B2 + . . . + xnBn

e usando a Proposição anterior,

A(BX) = A(x1B1 + x2B2 + . . . + xnBn) = A(x1B1) + A(x2B2) + . . . + A(xnBn)

= x1(AB1) + x2(AB2) + . . . + xn(ABn).

Como queremos que (AB)X = A(BX), vem que

(AB)X = x1(AB1) + . . . + xn(ABn)

e podemos considerar que as colunas de AB são as matrizes coluna

AB1, . . . , ABn.

Definição 2.14 Sejam A uma matriz m × s e B uma matriz s × n cujas matrizes coluna
são B1, . . . , Bn, o produto AB é a matriz m× n tal que AB = [AB1| . . . |ABn].

Observação 1. Repare-se que o número de colunas de A é igual ao número de linhas de
B para podermos efectuar o produto AB.

2. A matriz AB tem tantas linhas quantas as da matriz A e tantas colunas quantas as
da matriz B.

Exemplo 2.15 Sendo A =




1 −1 2 0
0 1 1 1
−1 −1 1 1


 e B =




1 2
−1 2
2 0
2 0


, o número de colunas de A é 4

e é o mesmo que o número de linhas de B. Portanto podemos efectuar o produto AB. Pela
definição teremos de calcular o produto de A por cada coluna de B. Ora




1 −1 2 0
0 1 1 1
−1 −1 1 1







1
−1
2
2


 = 1




1
0
−1


 + (−1)



−1
1
−1


 + 2




2
1
1


 + 2




0
1
1




=




1
0
−1


 +




1
−1
1


 +




4
2
2


 +




0
2
2


 =




6
3
4


 .




1 −1 2 0
0 1 1 1
−1 −1 1 1







2
2
0
0


 = 2




1
0
−1


 + 2



−1
1
−1


 + 0




2
1
1


 + 0




0
1
1


 =




0
2
−4
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Assim,

AB =




1 −1 2 0
0 1 1 1
−1 −1 1 1







1 2
−1 2
2 0
2 0


 =




6 0
3 2
4 −4


 .

Observação Muitas vezes o produto AB e BA estão definidos, mas pode acontecer que
AB 6= BA:

1. Se A for de tipo n× s e B de tipo s× n, então AB é matriz de tipo n× n e BA é de
tipo s× s. Se s 6= n então AB 6= BA (para duas matrizes serem iguais têm de ser de
mesmo tipo e ...)

2. Se A e B forem matrizes de ordem n, por exemplo A =
[

1 −1
0 2

]
e B =

[
1 −1
0 1

]
,

matrizes de ordem 2, temos AB = [AB1 AB2] sendo B1, B2 as matrizes coluna de B.

Ora

AB1 =
[

1 −1
0 2

] [
1
0

]
= 1

[
1
0

]
+ 0

[−1
2

]
=

[
1
0

]

AB2 =
[

1 −1
0 2

] [−1
1

]
= (−1)

[
1
0

]
+ 1

[−1
2

]
=

[−2
2

]

Pelo que AB =
[

1 −2
0 2

]
.

Calculando BA temos que BA =
[

1 −3
0 2

]
. Donde, AB 6= BA.

Vejamos agora como encontrar uma entrada espećıfica do produto de 2 matrizes, sem
termos de calcular toda a matriz produto. Sejam A = [aij ] uma matriz de tipo m × s e
B = [bij ] uma matriz de tipo s × n. Sabemos que é posśıvel efectuar o produto AB, que
será uma matriz de tipo m × n. E se quisermos saber qual a entrada (i, j) de AB, isto é,
qual o elemento, (AB)ij , que ocupa a i-ésima linha e a j-ésima coluna de AB?

Sendo B1, . . . , Bn as matrizes coluna de B, a j-ésima matriz coluna de AB é

ABj =




a11 a12 . . . a1s
...

...
...

am1 am2 . . . ams







b1j
...

bsj


 =

= b1j




a11
...

am1


 + . . . + bsj




a1s
...

ams


 .

Ora a entrada (i, j) de AB é a (ABj)i1, pelo que
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(AB)ij = b1jai1 + . . . + bsjais =

= ai1b1j + . . . + aisbsj = [ai1 . . . ais]




b1j
...

bsj


 .

Isto é, (AB)ij é o produto da i-ésima matriz linha de A pela j-ésima matriz coluna de
B.

Exemplo 2.16 Sendo A =
[

1 1 2
0 1 −1

]
e B =




1 0
−1 2
−2 2


, podemos efectuar o produto AB

porque o número de linhas da matriz A, que é 2, é igual ao número de colunas da matriz
B. A entrada (2, 1) de AB é

(AB)21 =
[
0 1 −1

]



1
−1
−2


 = 1× 0 + (−1)× 1 + (−2)× (−1) = 1.

Temos as seguintes propriedades:

Proposição 2.17 Seja A uma matriz de tipo n×m. Tem-se:

1. InA = A e AIm = A.

2. OnA = On×m e AOm = On×m, em que On×m é a matriz de tipo n×m com todas as
posições iguais a zero.

Proposição 2.18 Sejam A,B,C três matrizes de tipo adequado por forma a que as operações
indicadas se possam efectuar, e α um escalar. Tem-se:

1. A(BC) = (AB)C (associatividade da multiplicação)

2. A(B + C) = AB + AC (distributividade)

3. (B + C)A = BA + CA (distributividade)

4. α(AB) = (αA)B = A(αB)

Demonstração Demonstremos 1. O que iremos mostrar é que a j-ésima matriz coluna de
A(BC) é igual à j-ésima matriz coluna de (AB)C. Seja Cj a j-ésima matriz coluna de C.
Então a j-ésima matriz coluna de (AB)C é (AB)Cj .

Como BCj é a j-ésima coluna de BC, então A(BCj) é a j-ésima coluna de A(BC).
Mas a multiplicação de matrizes foi criada para tornar (AB)X = A(BX) verdadeiro

para qualquer matriz coluna X apropriada, então

(AB)Cj = A(BCj).

2
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2.2.4 Transposta de uma Matriz

Vejamos uma operação com matrizes que não tem paralelo com a álgebra dos números
reais.

Definição 2.19 Seja A uma matriz m × n, então a matriz transposta de A, denotada
por AT , é a matriz n×m que se obtém de A transformando as linhas de A em colunas de
AT , isto é,

(AT )ij = (A)ji.

Exemplo 2.20 A transposta da matriz A =
[

1 0 2
−1 3 4

]
é a matriz

AT =




1 −1
0 3
2 4




Relativamente à operação de transposição, temos:

Proposição 2.21 Sejam A,B matrizes de tipo adequado por forma a que as operações
indicadas se possam efectuar, e α um escalar. Tem-se:

1. (AT )T = A

2. (A + B)T = AT + BT

3. (AB)T = BT AT

4. (αA)T = α(A)T

Demonstração Demonstremos a propriedade 4. Sendo A = [aij ] uma matriz de tipo m×s

e B = [bij ] uma matriz de tipo s× n, vem que

((AB)T )ij = (AB)ji (definição de matriz transposta)

= [aj1 . . . ajs]




b1i
...

bsi


 .

Atendendo a que a linha i de BT é a coluna i de B

(BT AT )ij = [b1i . . . bsi]




aj1
...

ajs




obtemos que (AB)T = BT AT , uma vez que AB é matriz m × n, (AB)T é matriz n ×m e
BT AT é matriz n×m. 2
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Definição 2.22 Uma matriz A diz-se simétrica se AT = A, e hemi-simétrica (ou anti-
simétrica) se AT = −A.

Exemplo 2.23 A matriz A =
[

2 1
1 0

]
é simétrica e a matriz B =

[
0 −1
1 0

]
é hemi-simétrica.

Já a matriz C =
[

1 −1
1 0

]
não é simétrica nem hemi-simétrica.

Proposição 2.24 Sejam A,B matrizes simétricas de tipo adequado por forma a que as
operações indicadas se possam efectuar, e α um escalar. Tem-se:

1. AT é simétrica

2. A + B é simétrica

3. αA é simétrica

4. AB é simétrica se, e só se, AB = BA.

2.2.5 Inversa de uma Matriz

Nos números reais, cada número não nulo a tem um inverso para a multiplicação, isto
é, existe a−1(real) tal que aa−1 = a−1a = 1. Vejamos uma definição análoga para matrizes.

Definição 2.25 Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Dizemos que A é invert́ıvel se
existir uma matriz B tal que

AB = BA = In.

Observação
1. Para que o produto AB e BA estejam definidos, B tem que ser uma matriz quadrada

de ordem n.
2. Se AB = BA = In , sendo A uma matriz quadrada de ordem n, então, também temos

BA = AB = In. Portanto, B é invert́ıvel.

Vejamos que a definição introduzida está bem formulada.

Proposição 2.26 Seja A uma matriz quadrada de ordem n, invert́ıvel. Então, existe uma
única matriz B tal que

AB = BA = In.
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Demonstração A existência de uma matriz B nestas condições está garantida pela definição
de matriz invert́ıvel. Suponhamos que B, C são duas matrizes tais que

AB = BA = In , AC = CA = In.

Então, porque InD = D = DIn, qualquer que seja D de ordem n,

C = InC = (BA)C = B(AC) = BIn = B.
↑ ↑ ↑

BA=In associativa AC=In

Ou seja, B = C e só existe uma matriz que verifica a condição. 2

Definição 2.27 Seja A uma matriz invert́ıvel de ordem n. À única matriz B tal que AB =
BA = In chamamos inversa de A e denotamo-la por A−1.

Nem todas as matrizes são invert́ıveis:

Definição 2.28 Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Se A não é invert́ıvel dizemos
que A é singular.

Exemplo 2.29 1. Sendo A =
[

2 1
1 0

]
, B =

[
1
2 −1

2
0 1

]
então AB = BA = I2, pelo que B é a

inversa de A e A é a inversa de B.

2. Se A =
[

2 1
0 0

]
, qualquer que seja B =

[
b11 b12

b21 b22

]
vem que

A

[
b11

b21

]
= b11

[
2
0

]
+ b21

[
1
0

]
=

[
2b11 + b21

0

]
.

A

[
b12

b22

]
= b12

[
2
0

]
+ b22

[
1
0

]
=

[
2b12 + b22

0

]
.

Donde

AB =
[

2b11 + b21 2b12 + b22

0 0

]
6= I2.

Ou seja, A é singular.

Proposição 2.30 Seja A uma matriz de ordem n.

1. Se A tem uma coluna nula então A é singular.

2. Se A tem uma linha nula então A é singular.

Demonstração
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1. Suponhamos que A é invert́ıvel e seja B a matriz inversa de A. Então, BA = In. Seja

i a coluna de A que é nula. Como pela Proposição 2.17, B




0
...
0


 =




0
...
0


. Então, BA

tem a coluna i nula, o que é imposśıvel pois BA = In. Portanto, A é singular.

2. Se A tem uma linha nula então AT tem uma coluna nula. Por 1., AT é singular.
Se A fosse invert́ıvel, existia uma matriz B tal que AB = In = BA. Mas então,
(AB)T = In = (BA)T . Ou seja, BT AT = In = AT BT , isto é, AT era invert́ıvel.
Contradição. Portanto, A é singular. 2

Proposição 2.31 Sejam A e B matrizes invert́ıveis de ordem n, então AB é invert́ıvel e

(AB)−1 = B−1A−1.

Demonstração Porque

(AB)(B−1A−1) = A(BB−1)A−1 = AInA−1 = AA−1 =In

↑ ↑ ↑
associativa B−1 inversa de B A−1 inversa de A

e da mesma forma
(B−1A−1)(AB) = In,

podemos afirmar, atendendo à unicidade da inversa, que AB é invert́ıvel e (AB)−1 =
B−1A−1. 2

2.2.6 Potências de uma Matriz

Sendo A uma matriz quadrada de ordem n, definimos as potências inteiras, não negativas,
de A por

A0 = In

Ak = Ak−1A, para k ∈ N.

Se A é invert́ıvel, definimos as potências inteiras negativas de A por

A−k = (A−1)k, para k ∈ N.
As leis usuais das potências são válidas para matrizes, isto é,

(Ar)s = (Ars)
Ar.As = Ar+s.

Proposição 2.32 Sejam A uma matriz invert́ıvel de ordem n, α um escalar não nulo e
k ∈ N0. Então:

1. A−1 é invert́ıvel e (A−1)−1 = A.
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2. Ak é invert́ıvel e (Ak)−1 = (A−1)k = A−k.

3. αA é invert́ıvel e (αA)−1 = α−1A−1.

Exemplo 2.33 Sabendo que a inversa de A =
[

2 1
1 0

]
é A−1 =

[
1
2 −1

2
0 1

]
, vamos determinar

a inversa de A2. Como (A2)−1 = (A−1)2 vem que

(A2)−1 = A−1A−1 =
[

1
2 −1

2
0 1

] [
1
2 −1

2
0 1

]
=

[
1
4 −3

4
0 1

]
.

Não necessitámos de calcular A2 e depois a sua inversa, porque usámos a Proposição
2.32.

2.3 Matrizes Elementares

No caṕıtulo anterior falámos nas transformações elementares que se podem efectuar nas
linhas de uma matriz:

1. Multiplicar uma linha por uma constante não nula;
2. trocar duas linhas;
3. somar um múltiplo de uma linha a outra linha.

Definição 2.34 Chamamos matriz elementar a qualquer matriz que se obtém da matriz
identidade efectuando uma única transformação elementar.

Exemplo 2.35 1. A matriz
[

1 0
0 −2

]
é matriz elementar porque foi obtida da matriz I2

através da transformação elementar
[

1 0
0 1

] −→
l2 → −2l2

[
1 0
0 −2

]
.

2. A matriz




0 1 0
1 0 0
0 0 1


, que foi obtida da matriz I3 efectuando a transformação elementar




1 0 0
0 1 0
0 0 1


 −→

l1 ↔ l2




0 1 0
1 0 0
0 0 1


 ,

é uma matriz elementar.
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3. A matriz




1 −2 0
0 1 0
0 0 1


, é elementar porque foi obtida da matriz I3 efectuando a trans-

formação elementar 


1 0 0
0 1 0
0 0 1


 −→

l1 → (l1 − 2l2)




1 −2 0
0 1 0
0 0 1


 .

As matrizes elementares são importantes porque podem ser usadas para efectuar trans-
formações elementares nas linhas de uma matriz, se multiplicadas à esquerda por essa matriz.

Proposição 2.36 Sejam A uma matriz m× n e E uma matriz elementar de ordem m. Se
efectuarmos em A a mesma transformação elementar que transforma Im em E, obtemos
EA.

Exemplo 2.37 Considere a matriz

[
1 2 3 4
2 0 1 1

]

Se efectuar a transformação elementar nas linhas de A

[
1 2 3 4
2 0 1 1

] −→
l2 → (l2 − 2l1)

[
1 2 3 4
0 −4 −5 −7

]
.

Se fizermos a mesma transformação elementar nas linhas de I2, temos

[
1 0
0 1

] −→
l2 → (l2 − 2l1)

[
1 0
−2 1

]
= E.

Vejamos se EA dá o mesmo resultado

[
1 0
−2 1

] [
1 2 3 4
2 0 1 1

]
=

[
1 2 3 4
0 −4 −5 −7

]
.

Como se vê, a multiplicação por E, soma à segunda linha de A a primeira linha multi-
plicada por −2.

Proposição 2.38 Seja E uma matriz elementar de ordem n. Então E é invert́ıvel, a sua
inversa é matriz elementar e

1. Se In −→
li → αli

E, com α 6= 0, então In −→
li → 1

α li

E−1.
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2. Se In −→
li ↔ lj

E, então In −→
lj ↔ li

E−1.

3. Se In −→
li → (li + αlj)

E, então In −→
li → (li − αlj)

E−1.

Exemplo 2.39 Sendo E =




1 −2 0
0 1 0
0 0 1


 a matriz elementar que se obteve da matriz I3 efec-

tuando a transformação elementar l1 → (l1 − 2l2), então pela Proposição 2.38, E−1 é a
matriz elementar que se obtém de I3 efectuando a transformação elementar l1 → (l1 + 2l2),
ou seja,

E−1 =




1 2 0
0 1 0
0 0 1


 .

Pode confirmar-se este resultado efectuando os produtos EE−1 e E−1E, e vendo que são
iguais a I3.

2.4 Caracterização das Matrizes Invert́ıveis

A partir da definição é muitas vezes complicado saber se uma matriz é ou não invert́ıvel.
Vejamos processos que nos permitam conhecer a invertibilidade de uma matriz.

Teorema 2.40 Seja A uma matriz invert́ıvel de ordem n. As afirmações seguintes são
equivalentes:

1. A é invert́ıvel

2. r(A) = n

3. A forma de escada reduzida de A é In

4. A pode escrever-se como produto de matrizes elementares.

Demonstração Podemos demonstrar a equivalência entre as 4 afirmações estabelecendo a
cadeia de implicações

1. ⇒ 2. ⇒ 3. ⇒ 4. ⇒ 1.
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1. ⇒ 2. Suponhamos que A é invert́ıvel e seja B uma matriz em forma de escada
obtida a partir de A. Como B é obtida de A através de uma sequência ordenada de
transformações elementares nas linhas, então existe uma sequência ordenada de matrizes
elementares (cada uma delas corresponde a uma transformação elementar efectuada nas
linhas de A), E1, . . . , Ek tais que

B = Ek . . . E1A

(neste caso, primeiro efectuamos a transformação elementar que é representada pela matriz
E1 e a última transformação elementar está representada pela matriz Ek). Porque toda a
matriz elementar é invert́ıvel e A também é invert́ıvel, então B é invert́ıvel. Consequente-
mente, pela Proposição 2.30, B não pode ter linhas nulas, e r(A) = r(B) = n.

2. ⇒ 3. Se r(A) = n, então qualquer matriz em forma de escada obtida a partir de A

terá caracteŕıstica n. Sendo B′ a sua matriz em forma de escada reduzida, então r(B′) = n.
Porque A tem ordem n, então B′ = In.

3. ⇒ 4. Se a forma de escada reduzida de A é In, então existe uma sequência de matrizes
elementares, E1, . . . , Ek tais que

In = Ek . . . E1A.

Como as matrizes elementares são invert́ıveis, então

A = E−1
1 . . . E−1

k .

Cada E−1
i é uma matriz elementar, pelo que temos 4.

4. ⇒ 1. Se A pode escrever-se como produto de matrizes elementares e, porque, as
matrizes elementares são invert́ıveis e o produto de matrizes invert́ıveis é invert́ıvel, então
A é invert́ıvel. 2

Pelo Teorema anterior vemos que se A é uma matriz invert́ıvel de ordem n, a forma de
escada reduzida de A é In, sendo esta obtida através do produto de matrizes elementares
E1, . . . , Ek. Isto é,

In = Ek . . . E1A.

Daqui vem que
A−1 = Ek . . . E1 = (Ek . . . E1)In

(A−1 escrita como produto de matrizes elementares). Mas isto significa que a mesma
sequência de transformações elementares que permitiu obter In de A, permite obter A−1 de
In. Esquematicamente, se pensarmos na matriz

[A|In]

e efectuarmos a sequência de transformações elementares que permitem obter In de A,
obtemos a matriz

[In|A−1].

Repare-se que neste caso, se In = Ek . . . E1A, como as matrizes elementares são invert́ıveis,

A = E−1
1 . . . E−1

k
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(A escrita como produto de matrizes elementares).

Exemplo 2.41 1. Consideremos a matriz A =
[

1 −1
−2 2

]
. Vejamos se A é invert́ıvel e

caso seja, calculemos a sua inversa.
Vamos usar o algoritmo anterior,

[
1 −1
−2 2

∣∣∣∣
1 0
0 1

] −→
l2 → (l2 + 2l1)

[
1 −1
0 0

∣∣∣∣
1 0
2 1

]
.

Como obtivemos uma matriz com uma linha de zeros do lado esquerdo, A não é invert́ıvel
(A é singular).

2. Consideremos a matriz A =




2 2 0
0 1 0
−1 −1 1


 e determinemos, caso exista, a sua inversa.

Pelo algoritmo temos



2 2 0
0 1 0
−1 −1 1

∣∣∣∣∣∣

1 0 0
0 1 0
0 0 1


 −→

l1 → 1
2 l1




1 1 0
0 1 0
−1 −1 1

∣∣∣∣∣∣

1
2 0 0
0 1 0
0 0 1


 −→

l3 → (l3 + l1)

−→



1 1 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣

1
2 0 0
0 1 0
1
2 0 1


 −→

l1 → (l1 − l2)




1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣

1
2 −1 0
0 1 0
1
2 0 1


 .

Assim, A é invert́ıvel (do lado esquerdo aparece I3) e do lado esquerdo temos

A−1 =




1
2 −1 0
0 1 0
1
2 0 1


 .

Podemos escrever A e A−1 como produto de matrizes elementares. A primeira trans-
formação elementar que efectuámos corresponde à matriz elementar

E1 =




1
2 0 0
0 1 0
0 0 1


 .

A segunda transformação elementar que efectuámos corresponde à matriz elementar

E2 =




1 0 0
0 1 0
1 0 1


 .

A terceira transformação elementar que efectuámos corresponde à matriz elementar

E3 =




1 −1 0
0 1 0
0 0 1


 .
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Pelo que

A = E−1
1 E−1

2 E−1
3 =




2 0 0
0 1 0
0 0 1







1 0 0
0 1 0
−1 0 1







1 1 0
0 1 0
0 0 1




e

A−1 = E3E2E1 =




1 −1 0
0 1 0
0 0 1







1 0 0
0 1 0
1 0 1







1
2 0 0
0 1 0
0 0 1


 .

2.5 Aplicações das Matrizes

Vejamos algumas aplicações das matrizes a problemas práticos que nos podem surgir.

2.5.1 Uma Aplicação à Robótica

Consideremos o seguinte robot industrial simplificado, que consiste num braço e num
antebraço que podem ser girados independentemente por ângulos α e β e que podem ser
colocados independentemente com comprimentos I1 e I2.

¡
¡

¡

¡
¡

¡
©©©

· ©
©©

6

-¡
¡

¡
•

(x, y)

I1

α

I2 β©©©•
y

x

Para ângulos α e β fixos, quais deveriam ser os comprimentos do braço e do antebraço
para poder colocar a ponta do robot no ponto (x, y)?

Como é conhecido, {
x = I1 cosα + I2 cosβ
y = I1sen α + I2sen β

Estamos perante um sistema de 2 equações a 2 incógnitas. Este sistema na forma matricial
é [

x
y

]
=

[
cosα cosβ
sen α sen β

] [
I1

I2

]
.

Porque a matriz simples do sistema é
[

cosα cosβ
sen α sen β

]

e cos α sen β − sen α cosβ = sen (β − α), mostra-se que r(A) = 2 se, e só se, β − α não é
múltiplo de π.
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Pelo Teorema 2.40, se β − α não é múltiplo de π, então A é invert́ıvel e como
[

x
y

]
= A

[
I1

I2

]
, vem que A−1

[
x
y

]
= A−1A

[
I1

I2

]
. Donde,

[
I1

I2

]
= A−1

[
x
y

]
.

Mas,

A−1 =
1

sen (β − α)

[
sen β − cosβ
−sen α cosα

]

donde,

I1 =
sen β

sen (β − α)
x− cosβ

sen (β − α)
y

e
I2 = − sen α

sen (β − α)
x +

cosα

sen (β − α)
y.

2.5.2 Resolução de Sistemas

O processo que foi utilizado no exemplo anterior, pode ser usado para qualquer sistema
de n equações a n incógnitas (ou variáveis) desde que seja conhecido que a matriz simples
do sistema é invert́ıvel. Isto é, se o sistema de n equações a n incógnitas, estiver na forma
matricial AX = B, sendo A a matriz simples, X a matriz das incógnitas e B a matriz
dos termos independentes e se a matriz A for invert́ıvel, então a única solução do sistema
(sistema posśıvel e determinado) é

X = A−1B.

Exemplo 2.42 Resolvamos o seguinte sistema




x− y + 2z = 5
x− 2y + z = 0
2x− 2y + 3z = 4

O sistema tem 3 equações e 3 incógnitas. Vejamos se a matriz simples do sistema é in-

vert́ıvel. Ora esta matriz é A =




1 −1 2
1 −2 1
2 −2 3


. Determinemos, caso exista, a sua inversa.

Pelo algoritmo temos



1 −1 2
1 −2 1
2 −2 3

∣∣∣∣∣∣

1 0 0
0 1 0
0 0 1




−→
l2 → (l2 − l1)
l3 → (l3 − 2l1)




1 −1 2
0 −1 −1
0 0 −1

∣∣∣∣∣∣

1 0 0
−1 1 0
−2 0 1




−→
l2 → −l2
l3 → −l3

−→



1 −1 2
0 1 1
0 0 1

∣∣∣∣∣∣

1 0 0
1 −1 0
2 0 −1




−→
l1 → (l1 − 2l3)
l2 → (l2 − l3)




1 −1 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣

−3 0 2
−1 −1 1
2 0 −1


 −→

l1 → (l1 + l2)

−→



1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣

−4 −1 3
−1 −1 1
2 0 −1
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Assim, A é invert́ıvel e

A−1 =



−4 −1 3
−1 −1 1
2 0 −1


 .

Pelo processo descrito anteriormente, a solução do sistema é

X = A−1B =



−4 −1 3
−1 −1 1
2 0 −1







5
0
4


 =



−8
−1
−6


 .

Ou seja, o conjunto solução do sistema é

{(−8,−1,−6)}.
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Caṕıtulo 3

SUBESPAÇOS VECTORIAIS DE
Rn

Neste caṕıtulo iremos estender as noções de recta e plano de Rn, que passam na origem,
a outros tipos de objectos geométricos em Rn, os subespaços vectoriais.

3.1 Definição de Subespaço Vectorial de Rn

Dado um vector não nulo de Rn, v = (v1, v2, . . . , vn), a equação vectorial da recta
que passa pela origem e tem vector director v 6= 0 é (estamos a omitir o ponto (0, . . . , 0))

(x1, x2, . . . , xn) = λ(v1, v2, . . . , vn), λ ∈ R.

Se pensarmos num plano de Rn, para escrevermos uma sua equação vectorial teremos de
ter dois vectores u = (u1, u2, . . . , un) e v = (v1, v2, . . . , vn) de Rn (que não tenham a mesma
direcção), sendo uma equação vectorial do plano que passa pela origem,

(x1, x2, . . . , xn) = λ(u1, u2, . . . , un) + µ(v1, v2, . . . , vn), λ, µ ∈ R.

Exemplo 3.1 1. A equação (x1, x2) = λ(2, 1), λ ∈ R, define a equação vectorial da recta
de R2 que passa pela origem e tem vector director, o vector (2, 1).

-•
2 x

•1

y
6

©©©©©©

©©
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2. A equação (x1, x2, x3) = λ1(2, 0, 1) + λ2(−2, 0,−1), com λ1, λ2 ∈ R, não define um
plano de R3 pois os vectores (2, 0, 1) e (−2, 0,−1) têm a mesma direcção. A equação anterior
é equivalente à equação

(x1, x2, x3) = λ(2, 0, 1) λ ∈ R,

que define uma recta de R3.

Notação 3.2 Para simplificar, se denotarmos um ponto de Rn por uma das letras x, y, . . . ,

(com ou sem ı́ndice) e cada vector de Rn por uma das letras u, v, . . . , (com ou sem ı́ndice)
(recorde-se que cada ponto de Rn e cada vector de Rn tem n coordenadas), as equações
anteriores podem ser escritas na forma

x = λv, λ ∈ R (equação da recta de Rn)
x = λ1u + λ2v, λ1, λ2 ∈ R (equação do plano de Rn).

Observação Tenha em atenção que na forma resumida,

x = λv, λ ∈ R, v 6= 0

pode designar uma recta de R2 ou uma recta de R3 ou, mais geralmente, de Rn, consoante
o vector v for um vector de R2 ou de R3 ou de Rn.

Exemplo 3.3 Se v = (3, 1), a equação da recta de R2 que passa pela origem e tem vector
director v, é

(x1, x2) = λ(3, 1), λ ∈ R,

ou resumidamente
x = λv, λ ∈ R.

Se v = (3, 1, 2) (vector de R3), a recta de R3 que passa pela origem e tem vector director
v, é

(x1, x2, x3) = λ(3, 1, 2), λ ∈ R,

ou resumidamente
x = λv, λ ∈ R.

Os planos e as rectas de Rn, que passam pela origem têm duas propriedades muito
interessantes:

1. Consideremos o plano de Rn cuja equação vectorial é

x = λ1v1 + λ2v2, λ1, λ2 ∈ R.

Designemos este plano por W .
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Se x1, x2 são dois elementos do plano W , então existem α1, α2 ∈ R tais que,

x1 = α1v1 + α2v2

e existem β1, β2 ∈ R tais que,

x2 = β1v1 + β2v2.

Mas então,

x1 + x2 = α1v1 + α2v2 + β1v1 + β2v2 = (α1 + β1)v1 + (α2 + β2)v2.

Porque a soma de reais é um real, x1 + x2 é um elemento de W .

Por exemplo, no plano W de equação

x = λ1(−2, 0, 0) + λ2(1, 1, 0),

(−2, 0, 0) (0, 0, 0)
•

(1, 1, 0)

¾ @
@

@
@I

(−1, 1, 0)

¡
¡

¡
¡µ

¡

¡

¡

os elementos x1 = (−2, 0, 0) e x2 = (1, 1, 0) estão em W e o elemento x1 + x2 =
(−1, 1, 0) também, e é a soma de (-2,0,0) com (1,1,0) (“Regra do Paralelogramo”)

2. Com o mesmo plano de Rn, W , e o mesmo elemento x1, se k for um escalar então

kx1 = k(α1v1 + α2v2) = (kα1)v1 + (kα2)v2,

isto é, kx1 é um elemento de W .

Observação Como não fizemos restricções a v1 e a v2, a equação de W poderia ser uma
equação da recta (caso em que um dos vectores é múltiplo do outro) ou simplesmente a
origem (caso em que os vectores são nulos). Assim, tanto os planos como as rectas, ou a
origem, verificam as 2 propriedades anteriores. Quanto à propriedade 1., quando verificada
por um subconjunto não vazio de Rn, W , diz-se que W é fechado para a soma de 2
quaisquer elementos de W . Quando W verifica 2., diz-se que W é fechado para o
produto de um escalar por um elemento qualquer de W .

Definição 3.4 Um subconjunto não vazio de Rn, W , diz-se um subespaço vectorial de
Rn, ou simplesmente, subespaço de Rn se:

1. ∀x1, x2 ∈ W, x1 + x2 ∈ W

2. ∀k ∈ R, ∀x1 ∈ W , kx1 ∈ W .
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Já observámos que os planos de Rn que passam pela origem, as rectas de Rn que passam
pela origem, o conjunto formado só pelo ponto zero de Rn, denotado por {0Rn} e em que 0Rn

é o vector nulo de Rn, são todos subespaços vectoriais de Rn (ao último chama-se subespaço
nulo). Um outro subespaço de Rn é o próprio Rn.

Proposição 3.5 Se W é um subespaço de Rn, então 0Rn ∈ W .

Demonstração Porque W é um subespaço de Rn, então W 6= ∅. Seja x1 um elemento de
W . Atendendo à propriedade 2. da definição de subespaço e porque 0 ∈ R, 0x1 ∈ W . Mas
0x1 = 0Rn , isto é, 0Rn ∈ W . 2

Observação Na demonstração anterior quando escrevemos 0x1 = 0Rn , estão presentes 2
zeros. Do lado esquerdo da igualdade é o escalar 0 (0 elemento de R ) e do lado direito 0Rn

((0, 0, . . . , 0) elemento de Rn).

Exemplo 3.6 Sendo W o conjunto dos elementos (x1, x2)de R2 tais que x1 ≥ 0 , x2 ≥ 0
(os elementos do primeiro quadrante do plano Oxy),
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facilmente se vê que W é fechado para a soma de 2 elementos quaisquer dele. Mas, (1, 0) ∈
W e no entanto,

(−1)(1, 0) = (−1, 0) /∈ W,

isto é, W não verifica 2. Logo, W não é subespaço de R2.

Proposição 3.7 Se AX = 0 é um sistema homogéneo, então o seu conjunto-solução é um
subespaço de Rn, onde n é o número de incógnitas do sistema.

Exemplo 3.8 O conjunto

W = {(x, y, z) ∈ R : x + 3y + z = 0, y = 2x}
é um subespaço de R3 porque é o conjunto-soluçao do sistema homogéneo

{
x + 3y + z = 0
2x− y = 0
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3.2 Subespaço Gerado

Vejamos mais subespaços de Rn. Sejam v1, v2, . . . , vs vectores de Rn e W o conjunto de
todas as combinações lineares destes vectores (Definição 1.24), isto é,

W = {x ∈ Rn : x = λ1v1 + λ2v2 + . . . + λsvs, com λ1, λ2, . . . , λs ∈ R}.

W é um subconjunto não vazio de Rn, pois se fizermos λ1 = λ2 = . . . = λs = 0 obtemos

0v1 + 0v2 + . . . + 0vs = 0Rn .

Isto é, 0Rn é elemento de W . Fazendo contas análogas às feitas para o plano de Rn, con-
clúımos que

1. Dadas duas combinações lineares de v1, v2, . . . , vs, a sua soma é outra combinação
linear de v1, v2, . . . , vs.

2. Multiplicando uma combinação linear de v1, v2, . . . , vs por um escalar, obtemos outra
combinação linear de v1, v2, . . . , vs.

Donde, W é subespaço de Rn. E assim temos o resultado:

Teorema 3.9 Se v1, v2, . . . , vs são vectores de Rn, então o conjunto de todas as combinações
lineares

x = λ1v1 + λ2v2 + . . . + λsvs, λ1, λ2, . . . , λs ∈ R
é um subespaço de Rn.

Temos assim a possibilidade de construir um subespaço, a partir de um conjunto de
vectores de Rn.

Definição 3.10 O subespaço W de Rn de todas as combinações lineares dos vectores v1, v2, . . . , vs

de Rn é denominado por subespaço gerado por v1, v2, . . . , vs e é denotado por

W = 〈v1, v2, . . . , vs〉.

Exemplo 3.11 1. A recta de R2 que passa pela origem

(x1, x2) = λ(3, 1), λ ∈ R,

pode ser expressa como o subespaço de R2 gerado pelo vector (3, 1),

W = 〈(3, 1)〉.
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2. Como já vimos 〈0Rn〉 (subespaço gerado pelo vector nulo de Rn) é {0Rn}, ou seja,
〈0Rn〉 = {0Rn} (subespaço nulo).

3. Sejam e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1) vectores de R3 (estes vectores
designam-se por vectores canónicos de R3). Como,

(x, y, z) = x(1, 0, 0) + y(0, 1, 0) + z(0, 0, 1) = xe1 + ye2 + ze3

qualquer que seja o elemento (x, y, z) de R3, então,

〈e1, e2, e3〉 = R3.

Mais geralmente, se e1, e2, . . . , en forem os vectores canónicos de Rn, isto é, e1 =
(1, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, . . . , 0), . . . , en = (0, 0, . . . , 1), então

〈e1, e2, . . . , en〉 = Rn.

Neste caso dizemos que o conjunto {e1, e2, . . . , en} gera Rn.

Mostrámos que as possibilidades para os subespaços gerados de R2 são:

• subespaço nulo

• rectas que passam pela origem

• R2

e as possibilidades para os subespaços gerados de R3 são:

• subespaço nulo

• rectas que passam pela origem

• planos que passam pela origem

• R3

Já vimos que o conjunto-solução de um sistema homogéneo é um subespaço, vejamos
como encontrar os vectores que geram o subespaço solução de um sistema homogéneo.

Exemplo 3.12 Suponhamos que o conjunto-solução de determinado sistema homogéneo de
R4 é

{(t1 + t2, 2t2, t2 − t3, t1) : t1, t2, t3 ∈ R}.
Porque cada elemento deste conjunto se escreve como combinação linear de vectores de R4

(t1 + t2, 2t2, t2 − t3, t1) = (t1, 0, 0, t1) + (t2, 2t2, t2, 0) + (0, 0,−t3, 0)
= t1(1, 0, 0, 1) + t2(1, 2, 1, 0) + t3(0, 0,−1, 0),

então o subespaço solução é

〈(1, 0, 0, 1), (1, 2, 1, 0), (0, 0,−1, 0)〉.
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Proposição 3.13 Sejam W um subespaço de Rn e v1, . . . , vs vectores de Rn. Então,

W = 〈v1, . . . , vs〉

se, e só se,

1. v1, . . . , vs são vectores de W ,

2. o sistema AX = B, em que as colunas da matriz A são as coordenadas dos vectores
v1, . . . , vs, é posśıvel, para qualquer vector B de W .

Exemplo 3.14 O conjunto

{(1, 0, 2), (1, 1, 2), (1, 1, 3)}

gera R3 porque os vectores pertencem a R3 e o sistema AX = B, em que A =




1 1 1
0 1 1
2 2 3


 e

B =




x
y
z


 é um vector quelquer de R3, é sempre posśıvel.

Discussão do sistema

[A|B] =




1 1 1 x
0 1 1 y
2 2 3 z


 −→

l3 → (l3 − 2l1)




1 1 1 x
0 1 1 y
0 0 1 z − 2x


 .

Pelo que,
r(A) = 3 = r([A|B])

e o sistema é posśıvel. Pela proposição anterior,

R3 = 〈(1, 0, 2), (1, 1, 2), (1, 1, 3)〉.

3.3 Dependência e Independência Linear

Como já mencionámos, dada a equação vectorial de Rn

x = λ1v1 + λ2v2, λ1, λ2 ∈ R,

ela pode definir:

• um plano se os vectores v1 e v2 não tiverem a mesma direcção,

• uma recta se v1 e v2 tiverem a mesma direcção e não forem os dois nulos,
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• o ponto zero se v1 e v2 forem o vector nulo.

Assim, vemos que as propriedades geométricas do subespaço de Rn

x = λ1v1 + λ2v2 + . . . + λsvs, λ1, λ2, . . . , λs ∈ R,

são afectadas pelas interligações dos vectores v1, v2, . . . , vs de Rn.

Definição 3.15 Dizemos que um conjunto, não vazio, S = {v1, v2, . . . , vs} de vectores de
Rn é linearmente independente se os únicos escalares que satisfazem a equação

c1v1 + c2v2 + . . . + csvs = 0Rn

são c1 = 0, c2 = 0,..., cs = 0.
Se existirem escalares, não todos nulos, que satisfaçam esta equação, dizemos que o

conjunto é linearmente dependente.

Observação Apesar da definição anterior ser aplicada a um conjunto não vazio, muitas
vezes dizemos que os vectores v1, v2, . . . , vs são linearmente independentes ou dependentes,
para nos referirmos a que o conjunto S = {v1, v2, . . . , vs} é linearmente independente ou
dependente.

Proposição 3.16 Um conjunto S de vectores de Rn que contenha o vector nulo é linear-
mente dependente.

Demonstração Suponhamos que S = {0Rn , v2, . . . , vs}. Porque,

1.0Rn + 0v2 + . . . + 0vs = 0Rn

e o escalar que está associado ao vector nulo é 1 6= 0, então S é linearmente dependente. 2

Proposição 3.17 Um conjunto S = {v1, v2, . . . , vs} de Rn com dois ou mais vectores é
linearmente dependente se, e só se, pelo menos um dos vectores de S se escreve como
combinação linear dos outros vectores de S.

Demonstração Suponhamos que S é linearmente dependente. Então, existem escalares
c1, c2, . . . , cs, não todos nulos, tais que

c1v1 + c2v2 + . . . + csvs = 0Rn .

Suponhamos, sem perda de generalidade, que c1 6= 0. Então,

v1 =
(
−c2

c1

)
v2 + . . . +

(
−cs

c1

)
vs.

Ou seja, v1 escreve-se como combinação linear de v2, . . . , vs.
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Reciprocamente, suponhamos, sem perda de generalidade, que v1 se escreve como com-
binação linear de v2, . . . , vs. Assim, existem escalares d2, . . . , ds tais que

v1 = d2v2 + . . . + dsvs.

Mas isto implica que
1.v1 + (−d2)v2 + . . . + (−ds)vs = 0Rn .

Como o escalar associado a v1 é 1 6= 0, temos que S é linearmente dependente. 2

Um processo para determinarmos se um conjunto S = {v1, v2, . . . , vs}, de vectores de
Rn, é linearmente independente é através de um sistema homogéneo de equações lineares.
Consideramos a matriz

A =
[
v1 v2 . . . vs

]

de tipo n× s, cujas colunas são os vectores de S. Usando esta matriz, podemos reescrever
a equação

c1v1 + c2v2 + . . . + csvs = 0Rn

na forma matricial

[
v1 v2 . . . vs

]



c1

c2
...
cs


 =




0
0
...
0




(sistema homogéneo cuja matriz simples do sistema é A).
O problema de determinar se S é linearmente independente reduz-se a determinar se o

sistema anterior tem somente a solução nula (se o sistema tiver mais do que uma solução
então, S é linearmente dependente).

Exemplo 3.18 Vejamos se os vectores v1 = (1, 2, 0), v2 = (0, 1, 2), v3 = (1, 3, 2) são linear-
mente independentes e, caso não sejam, escrevamos o vector nulo de R3 como combinação
linear, não nula, de v1, v2, v3.

Como já dissemos, vamos ver se o sistema homogéneo



1 0 1
2 1 3
0 2 2







c1

c2

c3


 =




0
0
0




só tem a solução nula. Repare que as coordenadas dos vectores v1, v2, v3 são as colunas
da matriz simples do sistema. Ora, como a matriz ampliada de um sistema homogéneo
tem a coluna, correspondente à matriz dos termos independentes, nula e transformações
elementares nas linhas não alteram uma coluna nula, não necessitamos de colocar essa
coluna para resolver o sistema. Temos




1 0 1
2 1 3
0 2 2


 −→

l2 → (l2 − 2l1)




1 0 1
0 1 1
0 2 2


 −→

l3 → (l3 − 2l2)




1 0 1
0 1 1
0 0 0


 .
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Então, r(A) = 2 < 3 = número de incógnitas do sistema = número de vectores. Portanto,
o sistema é posśıvel e indeterminado, ou seja, os vectores são linearmente dependentes.

O sistema correspondente a esta última matriz é




c1 +c3 = 0
c2 +c3 = 0

0 = 0.

Tomando c3 = −1 temos a solução c1 = 1, c2 = 1, c3 = −1, ou seja,

1.v1 + 1.v2 − 1.v3 = 0R3

é uma combinação linear, não nula, do vector nulo.

Já dissemos que se A é uma matriz n×m com m > n, então, r(A) < m. Pelo que:

Proposição 3.19 Seja S um conjunto de Rn com m vectores em que m > n. Então S é
linearmente dependente.

Exemplo 3.20 Consideremos os vectores de R4, v1 = (1, 2, 3, 4), v2 = (0, 1, 0, 0),
v3 = (0, 0, 1, 0), v4 = (1, 1, 0, 0), v5 = (−1, 3, 2, 0). Pela Proposição anterior, como
v1, v2, v3, v4, v5 são 5 vectores de R4, então são linearmente dependentes.

3.4 Aplicações

Vejamos uma aplicação do conceito de independência linear.

3.4.1 Som de Alta Fidelidade

O som de alta fidelidade pode ser gravado digitalmente, através de uma onda sonora à
taxa de 44100 vezes por segundo. Assim, um segmento de 10 segundos pode ser representado
por um vector de R441000. Um técnico de som num festival de jazz planeia gravar vectores
de som com 2 microfones, um vector de som s, através de um microfone colocado perto
do saxofone e um vector de som g, através de um microfone colocado perto da guitarra.
Já no estúdio de som, ele faz a mistura, criando uma combinação linear dos 2 vectores de
som, que produz o efeito sonoro desejado. Suponhamos que cada microfone além de captar
o som do instrumento próximo, também grava uma pequena quantidade de som do outro
instrumento, de forma que os reais vectores de som gravados são

u = s + 0, 05g para o microfone perto do saxofone,
v = g + 0, 12s para o microfone perto da guitarra.
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Qual a combinação linear de u e v que recria a mistura 1
2(s + g)?

Pretendemos encontrar escalares λ1 e λ2 tais que

λ1u + λ2v =
1
2
(s + g)

(1
2(s+ g) como combinação linear de u e v). Porque u = s+0, 05g e v = g +0, 12s, vem que

λ1(s + 0, 05g) + λ2(g + 0, 12s) =
1
2
(s + g)

ou seja, (
λ1 + 0, 12λ2 − 1

2

)
s +

(
0, 05λ1 + λ2 − 1

2

)
g = 0.

Como s e g são vectores linearmente independentes (cada instrumento emite o seu som),

λ1 + 0, 12λ2 − 1
2

= 0 0, 05λ1 + λ2 − 1
2

= 0.

Ou seja, o sistema {
λ1 + 0, 12λ2 = 1

2
0, 05λ1 + λ2 = 1

2 .

Pelo que,

λ1 =
0, 45
0, 994

, λ2 =
0, 443
0, 994

.

3.5 Variedades Lineares

A equação vectorial de uma recta de R2 que passa na origem é

x = λ1v1 λ1 ∈ R.

em que v1 é um vector não nulo de R2. Já a equação

x = x0 + λ1v1 λ1 ∈ R.

é a equação vectorial de uma recta de R2, paralela à anterior e que passa no ponto x0. Para
obtermos a 2a recta, fazemos uma translacção da primeira, por x0.

Mais geralmente, sendo v1, v2, . . . , vs vectores de Rn, x0 ∈ Rn, o conjunto dos pontos de
Rn que verificam a equação

x = x0 + λ1v1 + λ2v2 + . . . + λsvs λ1, λ2, . . . , λs ∈ R,

pode ser visto como a translação, por x0 do subespaço

W = 〈v1, v2, . . . , vs〉

que se denota por x0 + 〈v1, v2, . . . , vs〉 e se chama variedade linear de Rn.
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Exemplo 3.21 Já vimos que a intersecção dos 3 planos de R3 de equações gerais (Exemplo
1.15)

x− y + z = 1, 2x + z = 2, 3x− y + 2z = 3

é a recta de R3 (equação vectorial)

(x, y, z) = (1, 0, 0) + λ

(
−1

2
,
1
2
, 1

)
, λ ∈ R.

(Recorde-se que constrúımos o sistema




x −y +z = 1
2x +z = 2
3x −y +2z = 3.

que teve como conjunto-solução
{(

1− 1
2
z,

1
2
z, z

)
: z ∈ R

}
,

e cada elemento deste conjunto por ser escrito como
(

1− 1
2
z,

1
2
z, z

)
= (1, 0, 0) + z

(
−1

2
,
1
2
, 1

)
.)

Se pensarmos na intersecção dos 3 planos que são paralelos aos dados e que passam pela
origem, teremos o sistema homogéneo





x −y +z = 0
2x +z = 0
3x −y +2z = 0.

O conjunto-solução deste sistema é
{(

−1
2
z,

1
2
z, z

)
: z ∈ R

}
,

ou seja, a recta de R3 que passa pela origem e tem equação vectorial

(x, y, z) = λ

(
−1

2
,
1
2
, 1

)
, λ ∈ R.

Pelo que foi explicado anteriormente, o conjunto-solução é um subespaço de R3, que é
〈(

−1
2
,
1
2
, 1

)〉

e o conjunto-solução dos 3 planos iniciais é uma variedade linear que resulta da translação
deste subespaço por x0 = (1, 0, 0), ou seja,

(1, 0, 0) +
〈(

−1
2
,
1
2
, 1

)〉
.

Repare que x0 é uma solução do sistema inicial.
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Proposição 3.22 Se AX = B é um sistema posśıvel, não homogéneo e se W é o subespaço
(conjunto-solução) solução do sistema AX = 0, então o conjunto-solução de AX = B é a
variedade linear

x0 + W

onde x0 é uma solução particular de AX = B.
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Caṕıtulo 4

DETERMINANTES

Ao longo deste caṕıtulo veremos uma outra maneira de determinar se uma matriz
quadrada é ou não invert́ıvel, aprenderemos um outro processo de resolver sistemas de
n equações a n incógnitas, calcularemos áreas de paralelogramos (em R2 e em R3) e vol-
umes de paraleleṕıpedos (em R3) e por fim tentaremos encontrar soluções para o seguinte
problema:

“Dada uma matriz quadrada de ordem n, A, quais os valores de λ, se existirem, para os
quais existe uma matriz, não nula, X de tipo n× 1 tal que

(λIn −A)X = 0?”

Todos estes assuntos se resolvem usando “DETERMINANTES”.

4.1 Definição de Determinante

Além da definição de determinante de uma matriz quadrada, ao longo desta secção
veremos exemplos do cálculo do determinante de certas matrizes.

Notação 4.1 Sejam A uma matriz de ordem n (n ≥ 2) e i, j ∈ {1, . . . , n}, denotamos por

A(i|j)

a matriz que resulta de A retirando a linha i e a coluna j.

Observação Repare-se que se A é uma matriz de ordem n então A(i|j) é uma matriz
quadrada de ordem n− 1.

Exemplo 4.2 Sendo A =




1 0 2
4 −1 3
−3 −2 5


, então
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A(1|2) =
[

4 3
−3 5

]

matriz que resulta da matriz A retirando a primeira linha e a segunda coluna.

A(3|1) =
[

0 2
−1 3

]

matriz que resulta da matriz A retirando a terceira linha e a primeira coluna.

Definição 4.3 Seja A = [aij ] uma matriz quadrada de ordem n. Chamamos determi-
nante de A, e denotamos por det A ou |A|, ao número

• Se n = 1, então
det A = a11.

• Se n > 1, então

det A = a11(−1)1+1 det A(1|1) + . . . + a1n(−1)1+n detA(1|n),

ou seja, se n > 1,

det A =
n∑

i=1

a1i(−1)1+i det A(1|i).

Exemplo 4.4 1. Se A for uma matriz de ordem 2, isto é,

A =
[

a11 a12

a21 a22

]

então,
detA = a11(−1)1+1 detA(1|1) + a12(−1)1+2 det A(1|2).

Porque A(1|1) = a22 e A(1|2) = a21 vem que

detA = a11a22 − a12a21.

(Uma forma de fixar a expressão do determinante de uma matriz de ordem 2, é pensar
que é o produto dos elementos da diagonal principal menos o produto dos elementos
da outra diagonal, isto é, se

@
@

@
@R

¡
¡

¡
¡ª

A =
[

a11 a12

a21 a22

]

então
detA = a11a22 − a12a21.)

ATENÇÃO: Esta regra só é válida para matrizes de ordem 2!!!
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2. Se A for uma matriz de ordem 3, isto é,

A =




a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33




então,

det A = a11(−1)1+1 det A(1|1) + a12(−1)1+2 detA(1|2) + a13(−1)1+3 det A(1|3)

= a11(−1)1+1

∣∣∣∣
a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣ + a12(−1)1+2

∣∣∣∣
a21 a23

a31 a33

∣∣∣∣ + a13(−1)1+3

∣∣∣∣
a21 a22

a31 a32

∣∣∣∣
= a11(a22a33 − a23a32)− a12(a21a33 − a23a31) + a13(a21a32 − a31a22)

= a11a22a33 − a11a23a32 − a12a21a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a13a31a22

= (a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32)− (a11a23a32 + a12a21a33 + a13a31a22).

Para fixar esta expressão, recorramos à REGRA de SARRUS:

coloquemos as 3 colunas da matriz A e repitamos as 2 primeiras colunas, isto é,

a11 a12 a13 a11 a12

a21 a22 a23 a21 a22

a31 a32 a33 a31 a32

Desenhando todas as diagonais posśıveis, com 3 elementos cada, obtemos o esquema
da figura.

R R Rª ª ª

a11 a12 a13 a11 a12

a21 a22 a23 a21 a22

a31 a32 a33 a31 a32

O determinante da matriz é a soma do produto dos 3 elementos de cada diagonal cuja
seta vai da esquerda para a direita, menos a soma do produto dos 3 elementos de cada
diagonal cuja seta vai da direita para a esquerda.

ATENÇÃO: Esta regra só é válida para matrizes de ordem 3!!!

4.2 Teorema de Laplace

Como se vê, se a expressão do determinante de uma matriz de ordem 3 envolve 6
parcelas, então a do determinante de uma matriz de ordem 4 terá 24 parcelas, o que torna o
processo muitas vezes complicado e moroso. Vejamos, então, outros processos para calcular
o determinante.
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Definição 4.5 Seja A uma matriz de ordem n, com n ≥ 2. Chamamos complemento
algébrico do elemento da posição (i, j) de A, e denotamos por Âij, o elemento

Âij = (−1)i+j detA(i|j).

Exemplo 4.6 Sendo A =




1 0 2
4 −1 3
−3 −2 5


, então

Â12 = (−1)1+2 det A(1|2) = (−1)1+2

∣∣∣∣
4 3
−3 5

∣∣∣∣ = −(20 + 9) = −29,

Â31 = (−1)3+1 det A(3|1) = (−1)3+1

∣∣∣∣
0 2
−1 3

∣∣∣∣ = 0 + 2 = 2.

Teorema 4.7 (Teorema de Laplace) Sejam A = [aij ] uma matriz quadrada de ordem n,
n ≥ 2 e k ∈ {1, . . . , n}, então

1) detA = ak1Âk1 + . . . + aknÂkn =
∑n

j=1 akjÂkj.

2) detA = a1kÂ1k + . . . + ankÂnk =
∑n

i=1 aikÂik.

Observação Em 1), do Teorema de Laplace, faz-se o desenvolvimento do cálculo do
determinante, através da linha k e em 2), o desenvolvimento é feito através da coluna k.

Na prática, quando estamos a calcular o determinante de uma matriz, escolhemos a linha
ou a coluna da matriz que tenha maior número de zeros, pois teremos menos parcelas no
cálculo do determinante, através do Teorema de Laplace.

A definição de determinante de uma matriz quadrada A é o desenvolvimento do deter-
minante, usando o Teorema de Laplace, através da primeira linha da matriz A.

Exemplo 4.8 Se A =




1 0 −1
2 −2 4
0 0 3


,

como a segunda coluna e a terceira linha de A têm duas posições iguais a zero, vamos
escolher uma delas para calcularmos o determinante de A.

Através da segunda coluna, pela expressão 2) do Teorema 4.7 temos

det A = 0Â12 − 2Â22 + 0Â32 = −2(−1)2+2 detA(2|2)

= −2(−1)2+2

∣∣∣∣
1 −1
0 3

∣∣∣∣ = −2(3− 0) = −6
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Para comprovarmos que o valor do determinante da matriz A é o mesmo se utilizarmos
o Teorema de Laplace com qualquer uma das linhas ou colunas de A, vamos calcular o
determinante de A, através da terceira linha de A.

Assim, usando a expressão 1) do Teorema de Laplace, temos

detA = 0Â31 + 0Â32 + 3Â33 = 3(−1)3+3 detA(3|3)

= 3(−1)3+3

∣∣∣∣
1 0
2 −2

∣∣∣∣ = 3(−2− 0) = −6

Se tivessemos utilizado a definição de determinante, teŕıamos o desenvolvimento através
da primeira linha de A, ou seja,

detA = 1Â11 + 0Â12 − 1Â13 = 1(−1)1+1 detA(1|1)− 1(−1)1+3 detA(1|3)

= 1(−1)1+1

∣∣∣∣
−2 4
0 3

∣∣∣∣− 1(−1)1+3

∣∣∣∣
2 −2
0 0

∣∣∣∣ = 1(−6− 0)− 1(0− 0) = −6

Como consequência do Teorema de Laplace surge o seguinte corolário.

Corolário 4.9 Seja A uma matriz, quadrada de ordem n, com uma linha ou uma coluna
nula, então det A = 0.

Proposição 4.10 Seja A uma matriz, quadrada de ordem n, triangular superior (respec-
tivamente, triangular inferior), então o determinante de A é o produto dos elementos da
diagonal principal.

Demonstração A demonstração deste resultado faz-se por indução em n.
Seja A = [aij ] uma matriz triangular superior de ordem n.

Para n = 1, temos detA = a11, que é o produto dos elementos da sua diagonal principal.

Suponhamos que o resultado se verifica para qualquer matriz triangular superior de
ordem k − 1, em que k − 1 ≥ 1. Consideremos uma matriz A = [aij ] de ordem k.

Recorde-se que se A é triangular superior então

ak1 = 0, . . . , ak,k−1 = 0.

Se fizermos o desenvolvimento do determinante de A, pela linha k, usando o Teorema de
Laplace (Teorema 4.7), temos

detA = akkÂkk = akk(−1)k+k det A(k|k).

Dado que A(k|k) é triangular superior, mas de ordem k− 1, pela hipótese de indução temos
que

det A(k|k) = a11a22 . . . ak−1,k−1.
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Assim,
detA = akkÂkk = a11a22 . . . ak−1,k−1akk.

Usando o Prinćıpio de Indução, conclúımos o resultado. 2

Outro resultado que se demonstra usando o Prinćıpio de Indução é o seguinte:

Proposição 4.11 Seja A uma matriz quadrada de ordem n, então,

det AT = det A.

Demonstração Seja A = [aij ] uma matriz de ordem n.

Se n = 1, então AT = a11 = A, pelo que detAT = detA.

Suponhamos que o resultado é verdadeiro para qualquer matriz de ordem k − 1, com
k − 1 ≥ 1, e seja A = [aij ] uma matriz de ordem k.

Porque as linhas de AT são as colunas de A, fazendo o desenvolvimento do determinante
de AT pela primeira linha, temos

det AT = (AT )11ÂT
11 + . . . + (AT )1kÂT

1k

= a11ÂT
11 + . . . + ak1ÂT

1k.

Como

ÂT
1i = (−1)1+i detAT (1|i)

= (−1)1+i det(A(i|1))T

= (−1)1+i detA(i|1) (por hipótese de indução)

= Âi1

temos que,

detAT = a11Â11 + . . . + ak1Âk1

= detA (desenvolvimento do determinante pela 1a coluna de A).

Usando o Prinćıpio de Indução, conclúımos o resultado. 2

4.3 Determinante e Transformações Elementares

O Teorema seguinte mostra as alterações que as transformações elementares nas linhas
de uma matriz de ordem n, provocam ao seu determinante.
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Teorema 4.12 Seja A uma matriz de ordem n. Então

1. Se B é a matriz que resulta de A multiplicando uma linha de A pelo escalar k,

det B = k detA.

2. Se B é a matriz que resulta de A trocando duas linhas de A,

det B = −detA.

3. Se B é a matriz que resulta de A somando um múltiplo de uma linha de A a uma
outra,

det B = detA.

Demonstração

1. Suponhamos que é a linha i de A que foi multiplicada por k para obtermos B. Fazendo
o desenvolvimento do determinante de B pela linha i (Teorema de Laplace) e partindo
do prinćıpio que A = [aij ] temos

det B = (kai1)B̂i1 + . . . + (kain)B̂in.

Porque as outras linhas de B são as de A, vem que

det B = k(ai1Âi1 + . . . + ainÂin) = k detA.

2. Suponhamos, sem perda de generalidade, que trocámos as linhas i e j, com i < j, de
A para obtermos B, ou seja,

A =




a11 a12 · · · a1n
...

...
...

ai1 ai2 · · · ain
...

...
...

aj1 aj2 · · · ajn
...

...
...

an1 an2 · · · ann




e
B =

linha j→




a11 a12 · · · a1n
...

...
...

aj1 aj2 · · · ajn
...

...
...

ai1 ai2 · · · ain
...

...
...

an1 an2 · · · ann




.

Fazendo o desenvolvimento do determinante de B (Teorema de Laplace) pela linha j

obtemos,
det B = ai1B̂j1 + . . . + ainB̂jn.

Para cada k ∈ {1, . . . , n}, B̂jk = (−1)j+k detB(j|k) ou seja, sendo

linha i→

kC = B(j|k) =




a11 · · · a1,k−1 a1,k+1 · · · a1n
...

...
...

...
aj1 · · · aj,k−1 aj,k+1 · · · ajn
...

...
...

...
ai−1,1 ai−1,k−1 ai−1,k+1 · · · ai−1,n

ai+1,1 ai+1,k−1 ai+1,k+1 · · · ai+1,n
...

...
...

...
an1 an,k−1 an,k+1 · · · ann
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e fazendo o desenvolvimento pela linha i (Teorema de Laplace), obtemos

det B(j|k) = aj1
k̂Ci1 + . . . + aj,k−1

k̂Ci,k−1 + aj,k+1
k̂Cik + . . . + ajn

k̂Ci,n−1

onde,
k̂Cil = (−1)i+l det(B(j|k))(i|l) para l ∈ {1, . . . , n− 1}.

Mas a matriz
(B(j|k))(i|l) = (A(i|k))(j − 1|l),

pois quando retiramos a linha i à matriz A, a linha j de A passa a ser a linha j − 1
desta matriz.

Assim,

k̂Cil = (−1)i+l det(A(i|k))(j − 1|l)
= (−1)i+l−(j−1+l)(−1)j−1+l det(A(i|k))(j − 1|l)
= (−1)i+l−(j−1+l)k̂Dj−1,l

= (−1)i−j+1k̂Dj−1,l

sendo

k̂Dj−1,l = (−1)j−1+l det(A(i|k))(j − 1|l) e kD = A(i|k),

para k ∈ {1, . . . , n}. Donde,

detB(j|k) = aj1
k̂Ci1 + . . . + aj,k−1

k̂Ci,k−1 + aj,k+1
k̂Cik + . . . + ajn

k̂Ci,n−1

= aj1(−1)i−j+1k̂Dj−1,1 + . . . + aj,k−1(−1)i−j+1k̂Dj−1,k−1 +

+aj,k+1(−1)i−j+1k̂Dj−1,k + . . . + ajn(−1)i−j+1k̂Dj−1,n−1

= (−1)i−j+1 det A(i|k)

e portanto,
B̂jk = (−1)j+k−i−k(−1)i−j+1Âik = −Âik,

detB = ai1B̂j1 + . . . + ainB̂jn

= ai1(−Âi1) + . . . + ain(−Âin)

= −det A

3. Suponhamos que para obter B efectuámos a transformação elementar li −→ (li +klj).
Então, sendo A = [aij ], se efectuarmos o desenvolvimento do determinante de B pela
sua linha i (Teorema de Laplace) temos

detB = (ai1 + kaj1)B̂i1 + . . . + (ain + kajn)B̂in

= (ai1B̂i1 + . . . + ainB̂in) + k(aj1B̂i1 + . . . + ajnB̂in).
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Como retirando a linha i de B obtemos uma matriz igual à matriz A retirando a linha
i, vem que

det B = (ai1Âi1 + . . . + ainÂin) + k(aj1Âi1 + . . . + ajnÂin).

Sendo C a matriz que se obtém de A substituindo a sua linha i, pela sua linha j, então

det B = detA + k detC.

Repare-se que C é a matriz,

C =




a11 a12 · · · a1n
...

...
...

aj1 aj2 · · · ajn
...

...
...

aj1 aj2 · · · ajn
...

...
...

an1 an2 · · · ann




←
linhas i e j

←

que tem as linhas i e j iguais.

Afirmação 4.13 Se C é uma matriz de ordem n, com as linhas i e j iguais (i 6= j),
então detC = 0.

Demonstração Se D for a matriz que se obtém de C trocando a linha i com a linha j,
então de 2.,

det D = −detC.

Mas D = C, pelo que detD = detC e consequentemente,

det C = 0.

2

Usando esta afirmação, temos que detB = detA. Ou seja, a condição 3. verifica-se.2

Este Teorema dá-nos um processo de calcularmos o determinante de uma matriz: através
de transformações elementares, conseguimos obter uma matriz triangular e como sabemos
calcular o determinante de uma matriz triangular (Proposição 4.10), usando o Teorema
anterior temos o determinante da matriz inicial.

Exemplo 4.14 Se A =




0 2 3
1 0 2
2 4 6


, então vamos calcular o determinante de A usando o

Teorema 4.12 e depois a Proposição 4.10.

65



|A| =
∣∣∣∣∣∣

0 2 3
1 0 2
2 4 6

∣∣∣∣∣∣

=
l1↔l3

↑

− ∣∣∣∣∣∣

2 4 6
1 0 2
0 2 3

∣∣∣∣∣∣

=
l1→ 1

2
l1

↑

−2
∣∣∣∣∣∣

1 2 3
1 0 2
0 2 3

∣∣∣∣∣∣
trocámos mult. uma linha

linhas, por 2. por 1
2 , por 1.

=
l2→(l2−l1)

↑

−2
∣∣∣∣∣∣

1 2 3
0 −2 −1
0 2 3

∣∣∣∣∣∣

=
l3→(l3+l2)

↑

−2
∣∣∣∣∣∣

1 2 3
0 −2 −1
0 0 2

∣∣∣∣∣∣

=

↑

−2(−4) = 8

por 3. por 3. determinante de

matriz triang.

4.4 Outra Caracterização das Matrizes Invert́ıveis

No caṕıtulo 2, vimos diversas caracterizações das matrizes invert́ıveis. Usando o de-
terminante iremos conhecer um outro processo, de verificação da invertabilidade de uma
matriz.

Teorema 4.15 Seja A uma matriz quadrada.
A é invert́ıvel se, e só se, det A 6= 0.

Demonstração Suponhamos que A tem ordem n e que é invert́ıvel. Então pelo Teorema
2.40, a forma de escada reduzida de A é In. Atendendo ao Teorema 4.12 (In foi obtida a
partir de A efectuando um número finito de transformações elementares em que nenhuma
delas é multiplicar uma linha pelo escalar zero) e porque det In 6= 0, então detA 6= 0.

Reciprocamente, se detA 6= 0 e se R é a forma de escada reduzida de A, então pelo
Teorema 4.12, detR 6= 0. Pelo Corolário 4.9, R não tem linhas nulas, pelo que R = In. Pelo
Teorema 2.40, A é invert́ıvel. 2

Vejamos um processo de calcular a inversa de uma matriz invert́ıvel, usando o determi-
nante.

Definição 4.16 Seja A = [aij ] uma matriz quadrada de ordem n, com n ≥ 2.
Chamamos matriz dos complementos algébricos de A à matriz dos seus comple-

mentos algébricos e denotamo-la por Â.
Chamamos adjunta de A à matriz transposta da matriz Â e denotamo-la por adj A,

isto é,
(adj A)ij = Âji.
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Exemplo 4.17 Se A =




0 1 0
−1 2 3
−2 0 1


 então para calcularmos a matriz adjunta de A, temos

de calcular a matriz dos complementos algébricos de A. Ora

Â11 = (−1)1+1 det A(1|1) = (−1)1+1

∣∣∣∣
2 3
0 1

∣∣∣∣ = (2− 0) = 2

Â12 = (−1)1+2 det A(1|2) = (−1)1+2

∣∣∣∣
−1 3
−2 1

∣∣∣∣ = −(−1 + 6) = −5

Â13 = (−1)1+3 det A(1|3) = (−1)1+3

∣∣∣∣
−1 2
−2 0

∣∣∣∣ = (0 + 4) = 4

Â21 = (−1)2+1 det A(2|1) = (−1)2+1

∣∣∣∣
1 0
0 1

∣∣∣∣ = −(1− 0) = −1

Â22 = (−1)2+2 det A(2|2) = (−1)2+2

∣∣∣∣
0 0
−2 1

∣∣∣∣ = (0− 0) = 0

Â23 = (−1)2+3 det A(2|3) = (−1)2+3

∣∣∣∣
0 1
−2 0

∣∣∣∣ = −(0 + 2) = −2

Â31 = (−1)3+1 det A(3|1) = (−1)3+1

∣∣∣∣
1 0
2 3

∣∣∣∣ = (3− 0) = 3

Â32 = (−1)3+2 det A(3|2) = (−1)3+2

∣∣∣∣
0 0
−1 3

∣∣∣∣ = −(0− 0) = 0

Â33 = (−1)3+3 det A(3|3) = (−1)3+3

∣∣∣∣
0 1
−1 2

∣∣∣∣ = (0 + 1) = 1

Assim, pela definição, porque

Â =




Â11 Â12 Â13

Â21 Â22 Â23

Â31 Â32 Â33


 =




2 −5 4
−1 0 −2
3 0 1




e porque
(Â)T = adj A,

vem que

adj A =




2 −1 3
−5 0 0
4 −2 1


 .

Teorema 4.18 Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Então

1. A.adj A = (detA)In.

2. Se A é invert́ıvel, então A−1 = 1
det Aadj A.

Demonstração

1. Sendo A = [aij ] então adj A = [Âij ]T = [Âji]. Usando o facto de (A.adj A)ij ser o
produto da i-ésima matriz linha de A pela j-ésima matriz coluna de adj A, vem que
o elemento da posição (i, i) de A.adj A é

ai1Âi1 + . . . + ainÂin.
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Pelo Teorema de Laplace isto é o desenvolvimento do detA.

O elemento da posição (i, j) de A.adj A é (em que i 6= j)

ai1Âj1 + . . . + ainÂjn.

Pelo Teorema de Laplace isto é o desenvolvimento do determinante da matriz C que
se obtém de A substituindo a linha j de A, pela sua linha i. Atendendo à Afirmação
4.13, porque C tem duas linhas iguais, detC = 0. Donde, obtemos o resultado.

2. Se A é invert́ıvel, existe A−1. Por 1.,

A.adj A = (detA)In.

Donde,
A−1(A.adj A) = A−1(detA)

ou seja, porque pelo Teorema 4.15, detA 6= 0, então

A−1 =
1

detA
adj A.

2

Exemplo 4.19 Usando a matriz do Exemplo 4.17, porque det A = −5 6= 0, então A é
invert́ıvel e pelo Teorema 4.18,

A−1 = −1
5




2 −1 3
−5 0 0
4 −2 1


 .

4.5 Sistemas de Cramer

Dado um sistema de n equações a n incógnitas, ele pode escrever-se na forma matricial
por

AX = B.

Se A for invert́ıvel, então r(A) = r([A|B]) = n e o sistema é posśıvel e determinado (estes
sistemas são chamados Sistemas de Cramer). O Teorema seguinte diz-nos como calcular
a única solução deste sistema usando determinantes.

Teorema 4.20 (Regra de Cramer) Seja AX = B um sistema de n equações a n incógnitas,
tal que, A é invert́ıvel. A única solução do sistema é

x1 =
detA1

det A
, . . . , xn =

detAn

det A

em que Aj é a matriz que resulta substituindo a j-ésima coluna de A por B.
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Demonstração Sendo B =




b1
...

bn


, como A é invert́ıvel então, de AX = B, obtemos

A−1(AX) = A−1B, ou seja, X = A−1B. Porque

A−1B =
(

1
det A

adj A

)
B =

1
detA

((adj A)B) ,

então
xj =

1
det A

((adj A)B)j1 =
1

det A
(b1Â1j + . . . + bnÂnj).

Pelo Teorema de Laplace,

xj =
1

det A
detAj =

detAj

detA
.

2

Exemplo 4.21 O sistema





3x + 3y + z = 4
x + 2y − z = 0
2x + y + z = 3

é tal que a matriz simples é

A =




3 3 1
1 2 −1
2 1 1




e a matriz dos termos independentes é

B =




4
0
3




Porque det A = −3 6= 0, então A é invert́ıvel. Pelo Teorema 4.20,

x =

∣∣∣∣∣∣

4 3 1
0 2 −1
3 1 1

∣∣∣∣∣∣
−3

= 1, y =

∣∣∣∣∣∣

3 4 1
1 0 −1
2 3 1

∣∣∣∣∣∣
−3

= 0, z =

∣∣∣∣∣∣

3 3 4
1 2 0
2 1 3

∣∣∣∣∣∣
−3

= 1.

4.6 Determinante do Produto de Matrizes

Observemos, em primeiro lugar, o que acontece ao determinante de uma matriz, quando
esta é multiplicada à esquerda por uma matriz elementar. Pelo Teorema 4.12 conclúımos o
seguinte lema.

Lema 4.22 Seja E uma matriz elementar de ordem n e B uma matriz de ordem n.
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1. Se E se obtém multiplicando uma linha de In por k, então

det E = k e det(EB) = detE. detB.

2. Se E se obtém trocando duas linhas de In, então

detE = −1 e det(EB) = detE.det B.

3. Se E se obtém somando um múltiplo de uma linha de In a outra linha, então

detE = 1 e det(EB) = detE.det B.

Lema 4.23 Sejam A e B matrizes de ordem n.

1. Se AB = In ou BA = In, então A e B são invert́ıveis.

2. Se AB é invert́ıvel então A e B são invert́ıveis.

Demonstração

1. Suponhamos que AB = In. Para mostrarmos que A é invert́ıvel, vamos ver que o
sistema homogéneo BX = 0 é posśıvel e determinado. Seja X uma solução do sistema
BX = 0, então

X = InX = (AB)X = A(BX) = A0 = 0,
↑

AB=In

isto é, a única solução do sistema é a solução nula. Pelo Corolário 1.21, r(B) = n.
Então B é invert́ıvel. Assim,

A = AIn = A(BB−1) = (AB)B−1 = InB−1 = B−1,

isto é, A é invert́ıvel.

2. Se AB é invert́ıvel, então

In = (AB)(AB)−1 = A(B(AB)−1).

Por 1., A é invert́ıvel. Mas também,

In = (AB)−1(AB) = ((AB)−1A)B.

Por 1., B é invert́ıvel. 2

Teorema 4.24 Sejam A e B duas matrizes de ordem n. Então,

det(AB) = detA. detB.
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Demonstração Se A não é invert́ıvel, pelo Lema anterior, AB não é invert́ıvel. Porque
detA = 0, det(AB) = 0, vem que

det(AB) = detA.det B.

Se A é invert́ıvel, então A pode escrever-se como produto de matrizes elementares, ou
seja,

A = E1E2 . . . Es.

Assim, usando o Lema 4.22

det(AB) = det(E1((E2 . . . Es)B)) = detE1. det((E2 . . . Es)B)

= . . . = detE1. det E2 . . . detEs.det B = det(E1E2 . . . Es). det B

= det A.det B.

2

Corolário 4.25 Seja A uma matriz de ordem n. Se A é invert́ıvel então

detA−1 =
1

det A
.

Demonstração Porque A é invert́ıvel, A−1A = In. Usando o Teorema anterior temos que

det(A−1A) = detA−1. detA.

Pela Proposição 4.10,
det In = 1.

Donde,
detA−1.det A = det(A−1A) = det In = 1

ou seja,
det A−1. detA = 1.

Mas se A é invert́ıvel, pelo Teorema 4.15, detA 6= 0. Logo,

detA−1 =
1

det A
.

2

Observação Não se pense que se A e B são matrizes de ordem n então,

det(A + B) = detA + detB.

Por exemplo, se

A =
[

2 0
0 −1

]
e B =

[
0 0
0 1

]
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então,

det(A + B) = det
[

2 0
0 0

]
= 0

e

det A + detB = −2 + 0 = −2.

Portanto, neste caso temos que det(A + B) = 0 6= −2 = detA + detB.

Mas não se pense, por outro lado, que temos sempre

det(A + B) 6= det A + detB.

Pode acontecer, em certas ocasiões, que sendo C e D matrizes de ordem n,

det(C + D) = detC + detD.

Por exemplo, se

C =
[

1 0
0 −1

]
e D =

[
1 0
0 1

]

então,

det(C + D) = det
[

2 0
0 0

]
= 0

e

detC + detD = −1 + 1 = 0.

Portanto, neste caso temos que det(C + D) = 0 = detC + detD.

4.7 Interpretação Geométrica de Determinantes 2× 2

Nesta secção veremos a que corresponde, numa visão geométrica, o determinante de uma
matriz de ordem 2. O produto interno encontra-se no apêndice: “Produto Interno”.

Proposição 4.26 Se A é uma matriz de ordem 2, então | detA| é a área do paralelogramo
determinado pelos 2 vectores de R2 que representam as matrizes colunas de A.

Demonstração Se A =
[

a11 a12

a21 a22

]
então os vectores, de R2 que correspondem às colunas

de A, serão

u = (a11, a21) e v = (a12, a22).

Vamos supor que os vectores não são múltiplos um do outro. Pois caso sejam múltiplos um
do outro, então a área do paralelogramo é zero e também detA = 0.
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I

v

u
θ

← ‖v‖sen(θ)

Sabemos que a área do paralelogramo é

área = base× altura = ‖u‖‖v‖sen(θ)

em que θ é o ângulo formado por u e v. Assim,

(área)2 = ‖u‖2‖v‖2sen2(θ) = ‖u‖2‖v‖2(1− cos2(θ))

= (‖u‖2‖v‖2)− (‖u‖2‖v‖2cos2(θ))

= ‖u‖2‖v‖2 − (u|v)2

= (a2
11 + a2

21)(a
2
12 + a2

22)− (a11a12 + a21a22)2

= a2
11a

2
22 + a2

21a
2
12 − 2(a11a12)(a21a22)

= (a11a22 − a21a12)2

= (detA)2.

Donde, |det A| =área. 2

Exemplo 4.27 A área do paralelogramo de vértices P1 = (−1, 2), P2 = (1, 7), P3 = (7, 8),
P4 = (5, 3).

P1

P2

P4

P36

-

Pela figura vemos que
−−−→
P1P2 = (2, 5) e

−−−→
P1P4 = (6, 1) formam dois lados adjacentes do

paralelogramo. Assim, pela Proposição anterior,

área = |
∣∣∣∣
2 6
5 1

∣∣∣∣ | = |2− 30| = | − 28| = 28.
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Porque a área de um triângulo é metade da área do paralelogramo, definido pelos 2
vectores, podemos utilizar a Proposição 4.26, para determinar a área de um triângulo.

Exemplo 4.28 A área do triângulo de vértices A = (−5, 4), B = (3, 2), C = (−2,−3)
pode ser calculada tendo em conta que

−−→
AB = (8,−2) e

−→
AC = (3,−7) formam 2 lados do

triângulo. Assim, pelo que mencionámos anteriormente,

área =
1
2
|
∣∣∣∣

8 3
−2 −7

∣∣∣∣ | =
1
2
| − 56 + 6| = 25.

4.8 Produto Externo e Produto Misto de Vectores de R3

Nesta secção iremos abordar o produto externo e o produto misto. O produto interno
encontra-se no apêndice: “Produto Interno”.

Um problema que surge no estudo de movimentos rotacionais no espaço tridimensional
é o de encontrar o eixo de rotação de um objecto que está a girar e identificar se a rotação
é horária ou anti-horária, a partir de um ponto espećıfico do eixo de rotação.

Consideremos dois vectores u e v como representado na figura.

• u

w v
©©*

6

-
¾

¾

Façamos o vector u girar até ser colinear com o vector v. O eixo desta rotação tem de
ser perpendicular ao plano definido por u e v, em particular o vector w serve para identificar
a orientação do eixo de rotação. Ou seja, o vector que for escolhido para eixo de rotação
terá de ser perpendicular a u e a v e conterá a informação sobre o sentido da rotação.

Definição 4.29 Sejam u = (u1, u2, u3) e v = (v1, v2, v3) vectores de R3. Designa-se por
produto externo (ou produto vectorial) de u por v e denota-se por u× v, o vector de R3

definido por

u× v = (u2v3 − u3v2, u3v1 − u1v3, u1v2 − u2v1).

Como “mnemónica”, expressemos o vector u × v como combinação linear dos vectores
canónicos de R3, e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1).
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Porque

u× v =
(∣∣∣∣

u2 u3

v2 v3

∣∣∣∣ ,−
∣∣∣∣
u1 u3

v1 v3

∣∣∣∣ ,

∣∣∣∣
u1 u2

v1 v2

∣∣∣∣
)

=
∣∣∣∣
u2 u3

v2 v3

∣∣∣∣ e1 −
∣∣∣∣
u1 u3

v1 v3

∣∣∣∣ e2 +
∣∣∣∣
u1 u2

v1 v2

∣∣∣∣ e3

=

∣∣∣∣∣∣

e1 e2 e3

u1 u2 u3

v1 v2 v3

∣∣∣∣∣∣
.

Exemplo 4.30 Sendo u = (1, 0, 2), v = (0,−1, 0) então

u× v =

∣∣∣∣∣∣

e1 e2 e3

1 0 2
0 −1 0

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣
0 2
−1 0

∣∣∣∣ e1 −
∣∣∣∣
1 2
0 0

∣∣∣∣ e2 +
∣∣∣∣
1 0
0 −1

∣∣∣∣ e3

= 2e1 − 0e2 − e3 = (2, 0,−1)

v × u =

∣∣∣∣∣∣

e1 e2 e3

0 −1 0
1 0 2

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣
−1 0
0 2

∣∣∣∣ e1 −
∣∣∣∣
0 0
1 2

∣∣∣∣ e2 +
∣∣∣∣
0 −1
1 0

∣∣∣∣ e3

= −2e1 + 0e2 + e3 = (−2, 0, 1)

Proposição 4.31 Sejam u, v, t vectores de R3 e α um escalar. Entâo:

1. u× v = −(v × u)

2. (u× v)|u = (u× v)|v = 0

3. α(u× v) = (αu)× v = u× (αv)

4. (u + v)× t = (u× t) + (v × t)

5. t× (u + v) = (t× u) + (t× v)

Teorema 4.32 Sejam u e v vectores não nulos de R3 e seja θ o ângulo formado por u e v.

1. ‖u× v‖ = ‖u‖‖v‖sen(θ)

2. a área do paralelogramo de lados adjacentes u e v é

‖u× v‖.

75



Demonstração

1. Como 0 ≤ θ ≤ π vem que sen(θ) =
√

1− cos2(θ). Assim,

‖u‖‖v‖sen(θ) = ‖u‖‖v‖
√

1− cos2(θ) = ‖u‖‖v‖
√

1− (u|v)2

‖u‖2‖v‖2

=
√
‖u‖2‖v‖2 − (u|v)2

=
√

(u2
1 + u2

2 + u2
3)(v

2
1 + v2

2 + v2
3)− (u1v1 + u2v2 + u3v3)

=
√

(u2v3 − v2u3)2 + (u3v1 − u1v3)2 + (u1v2 − u2v1)2

= ‖u× v‖.

2. A área do paralelogramo de lados adjacentes u e v é

área = base× altura = ‖u‖‖v‖sen(θ) = ‖u× v‖.
↑

como já vimos 2

Exemplo 4.33 A área do triângulo de R3 de vértices P1 = (2, 2, 0), P2 = (−1, 0, 2), P3 =
(0, 4, 3) é metade da área do paralelogramo de lados adjacentes

−−−→
P1P2 = (−3,−2, 2) e

−−−→
P1P3 =

(−2, 2, 3).

Como

−−−→
P1P2 ×−−−→P1P3 =

∣∣∣∣∣∣

e1 e2 e3

−3 −2 2
−2 2 3

∣∣∣∣∣∣
= −10e1 + 5e2 − 10e3 = (−10, 5,−10)

vem que a área do triângulo é

1
2
‖−−−→P1P2 ×−−−→P1P3‖ =

1
2
√

100 + 25 + 100 =
15
2

.

Dados 3 vectores u, v, t de R3, que têm o mesmo ponto inicial, eles definem um
paraleleṕıpedo cujo volume é dado pelo produto da área da sua base (paralelogramo definido
por u e v) pela sua altura h. Já vimos que ‖u × v‖ nos dá a área da base (Teorema 4.32)
e que u × v é perpendicular a u e a v (Proposição 4.31). Sendo θ o ângulo formado pelos
vectores u× v e t, a altura do paraleleṕıpedo é

h = ‖t‖|cos(θ)|.
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Assim, o volume do paraleleṕıpedo é

‖u× v‖‖t‖|cos(θ)| = |‖u× v‖‖t‖cos(θ)| = |(u× v)|t|.

Definição 4.34 Dados 3 vectores u, v, t de R3, chamamos produto misto dos vectores
u, v e t ao número real

(u× v)|t.

Como “mnemónica”, se u = (u1, u2, u3), v = (v1, v2, v3) e t = (t1, t2, t3) então

(u× v)|t =
(∣∣∣∣

u2 u3

v2 v3

∣∣∣∣ ,−
∣∣∣∣
u1 u3

v1 v3

∣∣∣∣ ,

∣∣∣∣
u1 u2

v1 v2

∣∣∣∣
)
|(t1, t2, t3)

= t1

∣∣∣∣
u2 u3

v2 v3

∣∣∣∣− t2

∣∣∣∣
u1 u3

v1 v3

∣∣∣∣ + t3

∣∣∣∣
u1 u2

v1 v2

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣

t1 t2 t3
u1 u2 u3

v1 v2 v3

∣∣∣∣∣∣
.

Exemplo 4.35 Determine k por forma a que o paraleleṕıpedo de lados u = (2, k, 2), v =
(0, 4,−2), t = (5,−4, 0) tenha volume igual a 4.

Porque o volume é

|(u× v)|t| = |
∣∣∣∣∣∣

5 −4 0
2 k 2
0 4 −2

∣∣∣∣∣∣
|

= | − 10k − 40− 16| = | − 10k − 56| = 4,

então,
−(−10k − 56) = 4 ou (−10k − 56) = 4.

Donde,
k = −5.2 ou k = −6.
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4.9 Valores e Vectores Próprios de Matrizes

Nesta secção vamos estudar o seguinte problema:
“Se A é uma matriz de ordem n, para que valores do escalar λ, se houver, existem

matrizes não nulas, X, de tipo n× 1 (matrizes coluna) tais que AX = λX?”

Definição 4.36 Sejam A uma matriz de ordem n e λ um escalar:

1. λ diz-se um valor próprio de A, se existir uma matriz coluna X, n× 1, não nula,
tal que AX = λX.

2. Se λ é um valor próprio de A, cada matriz coluna, não nula, X, tal que AX = λX

é denominada vector próprio de A associado a λ.

Exemplo 4.37 Sendo A =
[

1 −1
0 2

]
, temos que

[
1 −1
0 2

] [
4
−4

]
= 2

[
4
−4

]
.

Pelo que, 2 é valor próprio de A e
[

4
−4

]
é vector próprio de A associado ao 2.

A forma mais fácil de determinarmos os valores próprios de uma matriz é pensar que a
equação

AX = λX

é equivalente a
(λIn −A)X = 0 (sistema homogéneo).

Sabemos que um sistema homogéneo, se for posśıvel e indeterminado, tem soluções
diferentes da solução nula, ou seja, se a matriz simples do sistema não for invert́ıvel. Mas
isto significa que

det(λIn −A) = 0.

Definição 4.38 Seja A uma matriz de ordem n. Chama-se polinómio caracteŕıstico de
A ao polinómio

pA(λ) = det(λIn −A).

Usando o que acabámos de mencionar, podemos concluir o seguinte Teorema.
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Teorema 4.39 Sejam A uma matriz de ordem n e λ um escalar. As seguintes afirmações
são equivalentes:

1. λ é valor próprio de A.

2. det(λIn −A) = 0.

3. λ é ráız do polinómio caracteŕıstico de A.

4. O sistema homogéneo (λIn −A)X = 0 é posśıvel e indeterminado.

Exemplo 4.40 Sendo A =
[

1 1
−2 −2

]
, vejamos quais os seus valores próprios.

O polinómio caracteŕıstico de A é

pA(λ) = det(λI2 −A) =
∣∣∣∣
λ− 1 −1

2 λ + 2

∣∣∣∣ = (λ− 1)(λ + 2) + 2

= λ2 + λ− 2 + 2 = λ2 + λ = λ(λ + 1)

As ráızes do polinómio caracteŕıstico são

λ = 0 λ = −1

que pelo Teorema 4.39 são os valores próprios de A.

Definição 4.41 Sejam A uma matriz de ordem n e α um valor próprio de A, designamos
por multiplicidade algébrica do valor próprio α e denotamos por

ma(α),

o número de vezes que α aparece como ráız de pA(λ) (polinómio caracteŕıstico de A).

Como um polinómio de grau n, com coeficientes reais tem n ráızes, então sendo α1, α2, . . . , αs

os valores próprios de A, dois a dois distintos,

ma(α1) + ma(α2) + . . . + ma(αs) = ordem de A = n.

Exemplo 4.42 Sendo A =
[

0 −1
−1 0

]
, o polinómio caracteŕıstico de A é

pA(λ) = λ2 − 1,

cujas ráızes são
λ = 1 e λ = −1.
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Ou seja,
pA(λ) = (λ + 1)(λ− 1).

Os valores próprios de A verificam

ma(1) = 1 e ma(−1) = 1

e
ma(1) + ma(−1) = 2 = ordem de A.

Definição 4.43 Sejam A uma matriz de ordem n e α um valor próprio de A. Chamamos
subespaço próprio de A associado ao valor próprio α ao conjunto-solução do sistema
homogéneo

(αIn −A)X = 0.

Este conjunto é denotado por Mα.

Exemplo 4.44 A matriz A =
[

1 1
−2 −2

]
(Exemplo 4.40) tem os valores próprios

0 e − 1,

cada um com multiplicidade algébrica 1.
Determinemos os subespaços M0 e M−1.
Ora sendo λ = 0 vem

M0 =
{

(x1, x2) ∈ R2 : (0I2 −A)
[

x1

x2

]
=

[
0
0

]}
.

Porque

(0I2 −A)X =
[−1 −1

2 2

] [
x1

x2

]
=

[
0
0

]
,

vem que [−1 −1
2 2

] −→
l2 → (l2 + 2l1)

[−1 −1
0 0

] −→
l1 → −l1

[
1 1
0 0

]

e assim,
x1 + x2 = 0,

ou seja, x1 = −x2, pelo que

M0 = {(x1, x2) ∈ R2 : x1 = −x2} = {(−x2, x2) : x2 ∈ R} =< (−1, 1) > .

Para λ = −1 temos

M−1 =
{

(x1, x2) ∈ R2 : (−I2 −A)
[

x1

x2

]
=

[
0
0

]}
.
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Porque

(−I2 −A)X =
[−2 −1

2 1

] [
x1

x2

]
=

[
0
0

]
,

vem que [−2 −1
2 1

] −→
l2 → (l2 + l1)

[−2 −1
0 0

] −→
l1 → −1

2 l1

[
1 1

2
0 0

]
.

Donde,

x1 +
1
2
x2 = 0,

ou seja, x1 = −1
2x2, e

M−1 =
{

(x1, x2) ∈ R2 : x1 = −1
2
x2

}
=

{(
−1

2
x2, x2

)
: x2 ∈ R

}
=

〈(
−1

2
, 1

)〉
.

Repare que qualquer um destes subespaços define uma recta que passa pela origem.

6

-

@
@

@
@

@
@

@
@

A
A
A
A
A
A
A
A
A

y

x

M0

M−1
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Caṕıtulo 5

APLICAÇÕES LINEARES

Dada uma variável y que depende de uma variável x de tal modo que, para cada valor
de x temos um único valor de y, dizemos que y é uma função ou aplicação de x.

As aplicações serão denotadas pelas letras f, g, h, . . ., com ou sem ı́ndices.
Assim, supondo que uma aplicação f é um programa de computador que para cada

entrada (input) x, produz uma única sáıda (output) y, temos o esquema

input x

¡
¡

@
@

f

Programa de

computador

...........

...........

output y

¡
¡

@
@

Dependendo da aplicação, as entradas e/ou sáıdas podem ser números, vectores, ma-
trizes,...

5.1 Definições e Notações

O conjunto das entradas de uma aplicação f chama-se domı́nio de f .
Dado um elemento do domı́nio de f , denotamos por f(x) a sáıda correspondente, e

chamamos imagem de x por f .
O conjunto de todas as sáıdas dos elementos do domı́nio de f chama-se imagem de f

ou contradomı́nio de f e denota-se por Im f .

Iremos estudar aplicações f cujo domı́nio é Rn e cuja imagem é um subconjunto de Rm.
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Neste caso escreveremos
f : Rn −→ Rm

X 7→ Y

para dizer que, a cada elemento X de Rn, pela aplicação f , corresponde a imagem Y de
Rm.

O conjunto Rm é designado por conjunto de chegada de f .

Exemplo 5.1 1. Seja
f : R2 −→ R3

(x, y) 7→ (x + y, x2, y2)

Como, para cada elemento (x, y) de R2, existe um único elemento de R3, que é
(x + y, x2, y2), tal que

f(x, y) = (x + y, x2, y2),

então f é uma aplicação.

O elemento (1, 0, 0) pertence a R3 (conjunto de chegada de f) mas não pertence ao
contradomı́nio de f pois não existe nenhum (x, y) em R2 tal que

(x + y, x2, y2) = f(x, y) = (1, 0, 0)

ou seja, tal que
x + y = 1, x2 = 0, y3 = 0.

2. Seja
f : R2 −→ R

(x, y) 7→ z

tal que z2 = x.

Porque f(1, 0) = ±1, então não existe um único elemento de R que é imagem de (1, 0)
por f , portanto, f não é aplicação.

5.2 Definição de Aplicação Linear

Dizemos que uma variável y é directaments proporcional a uma variável x, se existe uma
constante k tal que

y = kx.

Um exemplo deste conceito é a Lei de Hooke que diz:
“Um peso de x unidades suspenso de uma mola, com rigidez k, alonga a mola, a partir

do seu comprimento natural, por uma quantidade y que é directamente proporcional a x,
isto é, y = kx.”
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Escrevendo f(x) = kx, reparamos que esta equação verifica 2 propriedades:

1. Se colocarmos um peso múltiplo de x, αx, suspenso da mola com a rigidez k, então
o alongamento da mola será α vezes o alongamento que sofreu a mola com o peso x,
isto é,

f(αx) = k(αx) = α(kx) = αf(x).

2. Se colocarmos dois pesos x1 e x2 suspensos da mola, o alongamento que provocam na
mola é a soma dos alongamentos que provoca cada peso, isto é,

f(x1 + x2) = k(x1 + x2) = kx1 + kx2 = f(x1) + f(x2).

Este exemplo leva-nos à definição seguinte:

Definição 5.2 Seja f : Rn −→ Rm uma aplicação. Dizemos que f é aplicação linear se

1. ∀x ∈ Rn, ∀α ∈ R, f(αx) = αf(x),

2. ∀x1, x2 ∈ Rn, f(x1 + x2) = f(x1) + f(x2).

Observação As duas propriedades anteriores podem escrever-se numa única propriedade

∀x1, x2 ∈ Rn, ∀α1, α2 ∈ R, f(α1x1 + α2x2) = α1f(x1) + α2f(x2).

Exemplo 5.3 1. Sendo
f : R2 −→ R3

(x, y) 7→ (x + y, x2, y2)

a aplicação do Exemplo 5.1, 1., temos

f(3(1, 0)) = f(3, 0) = (3, 9, 0)

e
3f(1, 0) = 3(1, 1, 0) = (3, 3, 0).
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Portanto, f(3(1, 0)) 6= 3f(1, 0). Logo não se verifica a propriedade 1. da Definição 5.2,
ou seja,

f(α(x, y)) 6= αf(x, y)

para algum α ∈ R e (x, y) ∈ R2 e portanto, f não é aplicação linear.

2. A aplicação
f : R2 −→ R2

(x, y) 7→ (y, x)

é aplicação linear porque

i) ∀(x, y)R2, ∀α ∈ R,

f(α(x, y)) = f(αx, αy) = (αy, αx) = α(y, x) = αf(x, y).

ii) ∀(x, y), (z, w)R2,

f((x, y)+(z, w)) = f(x+z, y+w) = (y+w, x+z) = (y, x)+(w, z) = f(x, y)+f(z, w).

Ou seja, verificam-se as propriedades 1. e 2. da Definição 5.2.

Esta aplicação é uma reflexão através da recta y = x de R2.

Teorema 5.4 Se f : Rn −→ Rm é uma aplicação linear, então

1. f(0Rn) = 0Rm.

2. f(−x) = −f(x), ∀x ∈ Rn.

Observação Repare-se que em 1. do Teorema 5.4, 0Rn é o vector nulo de Rn e 0Rm é o
vector nulo de Rm.

Demonstração

1. Atendendo a que
0.f(0Rn) = 0Rm ,

a que
f(0.0Rn) = f(0Rn)

e a que f é aplicação linear, temos

f(0Rn) = f(0.0Rn) = 0f(0Rn) = 0Rm .
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2. Porque
∀x ∈ Rn, x− x = 0Rn ,

de 1. e da linearidade de f , temos

0Rm = f(0Rn) = f(x + (−x)) = f(x) + f(−x).

Então, f(−x) = −f(x). 2

Observação Muitas vezes teremos de considerar aplicações nas quais o domı́nio D é um
subespaço de Rn, em vez de todo o Rn. Exactamente, como na definição de linearidade que
demos, dizemos que uma aplicação f : D −→ Rm é linear se satisfaz as propriedades 1. e
2.. O Teorema anterior também é válido para estas aplicações lineares.

5.3 Matriz Canónica de uma Aplicação Linear

Sejam f : Rn −→ Rm uma aplicação linear e e1 = (1, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, . . . , 0),...,
en = (0, 0, . . . , 1) os vectores canónicos de Rn.

Sabemos que cada vector de Rn, (x1, x2, . . . , xn), pode escrever-se como combinação
linear dos vectores e1, e2, . . . , en da seguinta forma,

(x1, x2, . . . , xn) = x1e1 + x2e2 + . . . + xnen.

Atendendo à linearidade de f ,

f(x1, x2, . . . , xn) = x1f(e1) + x2f(e2) + . . . + xnf(en), (∗)

ou seja, a imagem de qualquer vector de Rn, por f , pode escrever-se como combinação linear
dos vectores f(e1), f(e2), . . . , f(en).

Definição 5.5 Sejam f : Rn −→ Rm uma aplicação linear e e1 = (1, 0, . . . , 0), e2 =
(0, 1, . . . , 0), ..., en = (0, 0, . . . , 1) os vectores canónicos de Rn. Chamamos matriz canónica
de f , e denotamo-la por Mf , a matriz cujas colunas são f(e1), f(e2), . . . , f(en).

Exemplo 5.6 1. Considerando a reflexão através da recta y = x de R2 (Exemplo 5.3,
2.,

f : R2 −→ R2

(x, y) 7→ (y, x)

porque
f(e1) = f(1, 0) = (0, 1),
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f(e2) = f(0, 1) = (1, 0),

então

Mf =
[

0 1
1 0

]

↑ ↑
f(e1) f(e2)

2. Seja
f : R3 −→ R3

(x, y, z) 7→ (x + y,−z, x + z)

uma aplicação linear. Então

f(1, 0, 0) = (1, 0, 1),

f(0, 1, 0) = (1, 0, 0),

f(0, 0, 1) = (0,−1, 1),

pelo que,

Mf =




1 1 0
0 0 −1
1 0 1




↗ ↑ ↖
f(e1) f(e2) f(e3)

Como já o dissemos (Caṕıtulo 2), os vectores de Rn e de Rm podem ser representados
por matrizes colunas (n × 1, no primeiro caso e m × 1 no segundo caso). Visto assim, (∗)
será

x1f(e1) + x2f(e2) + . . . + xnf(en) = Mf




x1

x2
...

xn


 .

Se X representar a matriz coluna




x1

x2
...

xn


, então a matriz coluna Y , cujo vector coluna é

f(x1, x2, . . . , xn) é

Y = MfX (∗∗)
Isto significa que se nos derem a matriz canónica, Mf , de uma aplicação linear,
f : Rn −→ Rm, através da igualdade (∗∗) podemos obter:
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1. a imagem de um vector de Rn por f

Basta construir a matriz coluna X desse vector e através do produto

MfX = Y

obtemos a matriz coluna Y , cujo vector de Rm corresponde à imagem do vector inicial
por f .

2. a expressão da aplicação f

Usamos o processo descrito em 1., sendo a matriz coluna X, uma matriz de variáveis.

3. informação sobre se um dado vector de Rm pertence à Im f

Basta construir a matriz coluna Y desse vector e discutir e/ou resolver o sistema
MfX = Y .

Exemplo 5.7 Seja f : R3 −→ R2 a aplicação linear tal que

Mf =
[

0 2 1
−1 1 1

]
.

A imagem do vector (1, 1, 0) por f é,

Mf




1
1
0


 =

[
0 2 1
−1 1 1

]


1
1
0


 =

[
2
0

]
,

o vector f(1, 1, 0) = (2, 0).

A expressão da aplicação f é,

Mf




x
y
z


 =

[
0 2 1
−1 1 1

] 


x
y
z


 =

[
2y + z

−x + y + z

]
,

dada por
f : R3 −→ R2

(x, y, z) 7→ (2y + z,−x + y + z).

O vector (1, 1) ∈ Im f porque o sistema

MfX =
[

1
1

]
,

ou seja,
[

0 2 1
−1 1 1

]


x
y
z


 =

[
1
1

]
,
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[A|B] =
[

0 2 1 1
−1 1 1 1

] −→
l1 ↔ l2

[−1 1 1 1
0 2 1 1

]
,

é tal que r(A) = 2 = r([A|B]) < 3 = número de incógnitas. Portanto, o sistema é posśıvel
e indeterminado. Uma solução do sistema é,
[−1 1 1 1

0 2 1 1

] −→
l1 → −l1

[
1 −1 −1 −1
0 2 1 1

] −→
l2 → 1

2 l2

[
1 −1 −1 −1
0 1 1

2
1
2

] −→
l1 → (l1 + l2)

[
1 0 −1

2 −1
2

0 1 1
2

1
2

]

{
x = 1

2z − 1
2

y = −1
2z + 1

2

x = 0, y = 0, z = 1. Ou seja, o vector (0, 0, 1) de R3 é tal que f(0, 0, 1) = (1, 1).

Observação É fácil mostrar que se f : Rn −→ R é uma aplicação tal que f(x1, . . . , xn) =
a1x1 + . . . + anxn, com (x1, . . . xn) ∈ Rn (ou seja, a1x1 + . . . + anxn = 0 é uma equação
linear homogénea), então f é uma aplicação linear.

Por outro lado se f : Rn −→ Rm é uma aplicação linear cuja matriz canónica é Mf =
[aij ], então, f(x1, . . . , xn), com (x1, . . . xn) ∈ Rn, é a matriz coluna

Y =




y1

y2
...

ym


 = Mf




x1

x2
...

xn


 =




a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn

a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn
...

am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn


 .

Daqui vem (igualdade de matrizes) que

y1 = a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn

y2 = a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn
...
ym = am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn

,

e com y1 = . . . = ym = 0, vem que cada

ai1x1 + ai2x2 + . . . + ainxn = 0, i = 1, . . . ,m

é uma equação linear homogénea.
Portanto, uma aplicação

f : Rn −→ Rm

(x1, . . . , xn) 7→ f(x1, . . . , xn) = (y1, . . . , ym)

é linear se, e só se, cada yi = 0 é uma equação linear homogénea, com i = 1, . . . , m.

Exemplo 5.8 1. A aplicação
f : R2 −→ R3

(x1, x2) 7→ (x1x2, x2, 0)
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não é aplicação linear, porque sendo

(y1, y2, y3) = f(x1, x2) = (x1x2, x2, 0),

então y1 = x1x2 e x1x2 = 0 não é uma equação linear.

2. A aplicação
f : R3 −→ R2

(x1, x2, x3) 7→ (x1 + x2, x3)

é aplicação linear, porque se

(y1, y2) = f(x1, x2, x3) = (x1 + x2, x3),

então y1 = x1 + x2 e y2 = x3 em que as equações

x1 + x2 = 0 e x3 = 0

são equações lineares homogéneas.

3. A aplicação
f : R3 −→ R3

(x1, x2, x3) 7→ (x1 + x2, x3 − 1, x1)

não é aplicação linear, porque sendo

(y1, y2, y3) = f(x1, x2, x3) = (x1 + x2, x3 − 1, x1),

então y2 = x3 − 1 e a equação
x3 − 1 = 0

não é uma equação linear homogénea.

Proposição 5.9 Seja A uma matriz de tipo m×n. Então, existe uma, e uma só, aplicação
linear f : Rn −→ Rm cuja matriz canónica, Mf , é A.

Demonstração Seja A = [aij ]. Então, se x1, . . . , xn ∈ R,

A




x1

x2
...

xn


 =




a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn

a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn
...

am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn


 =




y1

y2
...

ym


 .

Porque o produto de duas matrizes dá uma única matriz, podemos falar na aplicação

f : Rn −→ Rm

(x1, . . . , xn) 7→ (y1, . . . , ym)
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em que yi = ai1x1 + ai2x2 + . . . + ainxn, i = 1, . . . , m.
Pela observação anterior, porque yi = 0 cada ai1x1+ai2x2+. . .+ainxn = 0 é uma equação

linear homogénea, i = 1, . . . , m, então f é aplicação linear. Por construção, Mf = A.
Suponhamos que existem duas aplicações lineares

f : Rn −→ Rm e g : Rn −→ Rm

tais que Mf = A e Mg = A. Assim sendo, se (x1, . . . , xn) ∈ Rn,

[f(x1, x2, . . . , xn)] = Mf




x1

x2
...

xn


 = A




x1

x2
...

xn


 = Mg




x1

x2
...

xn


 = [g(x1, x2, . . . , xn)].

Donde, f = g e a aplicação linear é única. 2

5.4 Exemplo de Aplicação Linear de R2 em R2

Nesta secção iremos estudar uma aplicação linear de R2 em R2. Outras aplicações podem
ser estudadas no apêndice: “Outros Exemplos de Aplicações Lineares de R2 em R2”

5.4.1 Rotações em torno da origem

Seja θ um ângulo. Consideremos a aplicação

f : R2 −→ R2

que faz girar cada vector (x1, x2) de R2, em torno da origem, segundo um ângulo de ampli-
tude θ, no sentido anti-horário

-

6

©©©*
¢
¢
¢̧

y

(x1, x2)

f(x1, x2)

x
I
θ

É fácil verificar, usando a soma de vectores (regra do paralelogramo), que a aplicação f

é linear. Denotemos por Rθ a matriz canónica desta aplicação f .
Como e1 = (1, 0) e e2 = (0, 1)
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6

6

©©©*
A

A
AK

y

(cos θ,sen θ)

xI
θ
(1,0)

ªθ

(cos(π
2
+θ),sen(π

2
+θ))=

(−sen θ,cos θ) (0,1)

vem que f(e1) = (cos θ, sen θ), f(e2) = (−sen θ, cos θ).
Donde,

Rθ =
[

cos θ −sen θ
sen θ cos θ

]
.

Exemplo 5.10 Se θ = π
2 , então a matriz canónica da rotação com ângulo π

2 , de R2 em R2,
é

Rπ
2

=
[

0 −1
1 0

]

e

f : R2 −→ R2

(x1, x2) 7→ (−x2, x1)

A rotação de π
2 da figura T

-

6

¡¡
¡
¡
¡

T

y

x

é a figura

-

6

@

@@@
@

f(T )

y

x
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5.5 Núcleo e Imagem de uma Aplicação Linear

Seja f : Rn −→ Rm uma aplicação linear. Já vimos que Im f é o conjunto das imagens,
por f , dos elementos de Rn, isto é,

Im f = {f(x1, . . . , xn) : (x1, . . . , xn) ∈ Rn}.

No caso de S ser um subconjunto de Rn, define-se

f(S) = {f(x1, . . . , xn) : (x1, . . . , xn) ∈ S}.

Usando esta última definição,
f(Rn) = Im f.

Assim, se
(x1, x2, . . . , xn) = t(v1, v2, . . . , vn),

em que t ∈ R e (v1, v2, . . . , vn) é um elemento não nulo de Rn, é uma recta de Rn, a sua
imagem por f é o conjunto dos elementos de Rm que verificam

f(x1, x2, . . . , xn) = f(t(v1, v2, . . . , vn)) = tf(v1, v2, . . . , vn), t ∈ R.

Ou seja, a imagem por f de uma recta de Rn é

• o vector nulo de Rm, se f(v1, v2, . . . , vn) = 0Rm .

• uma recta de Rm, se f(v1, v2, . . . , vn) 6= 0Rm .

Temos pois que distinguir estas duas situações.

Definição 5.11 Seja f : Rn −→ Rm uma aplicação linear.
Chama-se núcleo de f e denota-se por Nuc f ou Ker f , o conjunto dos elementos de

Rn que têm por imagem, através de f , o vector nulo de Rm, isto é

Nuc f = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn : f(x1, . . . , xn) = 0Rm}.

Observação Sendo f : Rn −→ Rm uma aplicação linear, repare-se que os conjuntos

Nuc f = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn : f(x1, . . . , xn) = 0Rm}

e
Im f = {f(x1, . . . , xn) : (x1, . . . , xn) ∈ Rn}

são distintos.
Enquanto que Im f é um subconjunto de Rm, Nuc f é um subconjunto de Rn.
Mesmo no caso em que f : Rn −→ Rn é uma aplicação linear, Nuc f e Im f são

distintos pois o Nuc f é constituido pelos elementos de Rn que são transformados por f no
zero, enquanto que Im f é constituido pelas imagens dos elementos de Rn por f .
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Exemplo 5.12 Consideremos a aplicação

f : R2 −→ R2

(x1, x2) 7→ (x1 − x2,−2x1 + 2x2)

Atendendo à aplicação, facilmente se demonstra que f é aplicação linear. Por definição,

Nuc f = {(x1, x2) ∈ R2 : f(x1, x2) = (0, 0)}.

Porque f(x1, x2) = (x1−x2,−2x1 + 2x2), de f(x1, x2) = (0, 0) resulta o sistema homogéneo
{

x1 − x2 = 0
−2x1 + 2x2 = 0

Resolvendo, obtemos x1 − x2 = 0, pelo que

Nuc f = {(x1, x2) ∈ R2 : x1 − x2 = 0}
= {(x1, x2) ∈ R2 : x1 = x2}
= {(x1, x1) : x1 ∈ R}
= {x1(1, 1) : x1 ∈ R}
= < (1, 1) > .

Por outro lado,

Im f = {f(x1, x2) ∈ R2 : (x1, x2) ∈ R2}
= {(x1 − x2,−2x1 + 2x2) : x1, x2 ∈ R}
= {(x1,−2x1) + (−x2, 2x2) : x1, x2 ∈ R}
= {x1(1,−2) + x2(−1, 2) : x1, x2 ∈ R}
= < (1,−2), (−1, 2) > .

Observação Se f : Rn −→ Rm é uma aplicação linear e se Mf é a matriz canónica de f ,
então o núcleo de f é o conjunto solução do sistema homogéneo

MfX = 0.

Usando esta Observação e a Proposição 3.7, temos o seguinte resultado.

Proposição 5.13 Seja f : Rn −→ Rm uma aplicação linear. Então o núcleo de f é um
subespaço de Rn.

Proposição 5.14 Sejam f : Rn −→ Rm uma aplicação linear e S um subespaço de Rn,
então f(S) é um subespaço de Rm.
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Demonstração Por definição,

f(S) = {f(u) : u ∈ S} ⊆ Rm

e porque
f(0Rn) = 0Rm ,

então f(S) é um subconjunto não vazio de Rm.
Sejam r e v dois vectores de f(S). Então, existem u e s em S tais que

r = f(u) e v = f(s).

Assim,
r + s = f(u) + f(v) = f(u + v).

↑
linearidade de f

Como S é subespaço de Rn, u+ s pertence a S. Isto implica que r + v seja um elemento
de f(S).

Seja k um escalar. Então,
kr = kf(u) = f(ku).

↑
linearidade de f

Como S é subespaço de Rn, ku pertence a S e consequentemente kr é um elemento de
f(S). Portanto, f(S) é subespaço de Rm. 2

Desta Proposição resulta o seguinte resultado.

Proposição 5.15 Seja f : Rn −→ Rm uma aplicação linear, então Im f = f(Rn) é um
subespaço de Rm.

Recorde-se que se A e B são conjuntos e f : A −→ B é uma aplicação, dizemos que

• f é injectiva se
∀x, x′ ∈ A, f(x) = f(x′) =⇒ x = x′.

ou seja, f é injectiva se elementos diferentes de A têm imagens diferentes.

• f é sobrejectiva se
∀y ∈ B, ∃x ∈ A, f(x) = y

isto é, f é sobrejectiva se qualquer elemento de B é imagem, por f , de algum elemento
de A.

• f é bijectiva se f é injectiva e sobrejectiva, isto é,

∀y ∈ B, ∃1x ∈ A : f(x) = y.
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Vejamos uma outra caracterização de injectividade quando f é uma aplicação linear.

Proposição 5.16 Seja f : Rn −→ Rm uma aplicação linear. Então

f é injectiva se, e só se, Nuc f = {0Rn}.

Demonstração Suponhamos que f é injectiva e seja u ∈ Nuc f . Então,

f(u) = 0Rm = f(0Rn).

Como f é injectiva, u = 0Rn . Donde,

Nuc f = {0Rn}.

Reciprocamente, suponhamos que Nuc f = {0Rn} e vejamos que f é injectiva.
Se x e x′ ∈ Rn forem tais que

f(x) = f(x′) então f(x)− f(x′) = 0Rm .

Mas f é aplicação linear, pelo que

f(x− x′) = 0Rm .

Mas isto significa que x − x′ ∈ Nuc f = {0Rn}, ou seja, x − x′ = 0Rn e consequentemente,
x = x′. 2

Observação Sendo f : Rn −→ Rm uma aplicação linear e Mf a matriz canónica de f ,
então,

• f é injectiva se, e só se, Nuc f = {0Rn} (Proposição 5.16) se, e só se, o sistema
homogéneo MfX = 0 é posśıvel e determinado (só tem a solução nula).

• f é sobrejectiva se, e só se, o sistema MfX = B é posśıvel, qualquer que seja a matriz
coluna B cujo vector está em Rm.

Observação Se f : Rn −→ Rm é uma aplicação linear e Mf é a matriz canónica de f

(matriz m× n) , então,

• Se n > m, o sistema homogéneo MfX = 0 tem mais incógnitas (o número de colunas
de Mf é n) do que equações (o número de linhas de Mf é m). Assim,

r(Mf ) ≤ m < n

e o sistema é posśıvel e indeterminado. Logo, f não é injectiva.

• Se m > n, então a matriz em forma de escada reduzida obtida de Mf terá, pelo menos,
uma linha nula. Sendo A a matriz em forma de escada reduzida obtida de Mf , então
existem matrizes elemntares E1, . . . , Ek tais que

E1 . . . EkMf = A.
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Como as matrizes elementares são invert́ıveis,

Mf = E−1
k . . . E−1

1 A.

Se B for a matriz coluna m × 1, com todas as entradas iguais a zero à excepção da
entrada (m, 1) que será igual a 1, então o sistema AX = B é imposśıvel (recorde-se
que a m-ésima linha de A é nula). Mas isto implica que o sistema

MfX = (E−1
k . . . E−1

1 )AX = (E−1
k . . . E−1

1 )B

seja imposśıvel. Logo, f não é sobrejectiva.

Proposição 5.17 Seja f : Rn −→ Rn uma aplicação linear. Então

f é injectiva se, e só se, f é sobrejectiva.

Demonstração Suponhamos que f é injectiva e seja Mf a sua matriz canónica. Pela
observação, o sistema MfX = 0 é posśıvel e determinado. Isto implica que r(Mf ) = n,
donde Mf é invert́ıvel. Assim, o sistema MfX = B é posśıvel e determinado, qualquer que
seja a matriz coluna B. Donde, f é sobrejectiva.

Reciprocamente, se f é sobrejectiva, o sistema MfX = B é posśıvel, qualquer que seja a
matriz coluna B de tipo m× 1. Se r(Mf ) < n, então a matriz em forma de escada reduzida
obtida de Mf teria, pelo menos, uma linha nula. Fazendo um racioćınio análogo ao feito
na observação anterior (caso m > n), conclúıriamos que existiria uma matriz coluna B′ tal
que MfX = B′ era um sistema imposśıvel. Como isto não acontece, r(Mf ) = n e Mf é
invert́ıvel. Portanto, o sistema MfX = 0 é posśıvel e determinado e f é injectiva. 2

Exemplo 5.18 A aplicação linear

f : R3 −→ R3

(x, y, z) 7→ (x + y, z, 0)

não é sobrejectiva, porque a matriz canónica de f é

Mf =




1 1 0
0 0 1
0 0 0




e o sistema

MfX =




1 1 0
0 0 1
0 0 0







x
y
z


 =




0
0
1




é imposśıvel. Pela Proposição 5.17, f também não é injectiva.
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Proposição 5.19 Seja f : Rn −→ Rm uma aplicação linear. Então,

1. Se W =< v1, . . . , vk > é subespaço de Rn, então

f(W ) =< f(v1), . . . , f(vk) > .

2. Se f é injectiva e S é um conjunto de vectores linearmente independentes, de Rn,
então, f(S) é um conjunto de vectores linearmente independentes de Rm.

Demonstração

1. Pela Proposição 5.14, f(W ) é subespaço de Rm. Porque v1, . . . , vk ∈ W , então
f(v1), . . . , f(vk) ∈ f(W ) e

< f(v1), . . . , f(vk) >⊆ f(W ).

Seja z ∈ f(W ). Então, existe u ∈ W tal que f(u) = z. Sendo

u = α1v1 + . . . + αkvk

com α1, . . . , αk ∈ R, então

z = f(u) = f(α1v1 + . . . + αkvk) = α1f(v1) + . . . + αkf(vk).↑
linearidade de f

Ou seja, z ∈< f(v1), . . . , f(vk) > e

f(W ) =< f(v1), . . . , f(vk) > .

2. Suponhamos que S = {v1, . . . , vr} é lineramente independente.

Então, f(S) = {f(v1), . . . , f(vr)}. Se

α1f(v1) + . . . + αrf(vr) = 0Rm ,

então, por linearidade,
f(α1v1 + . . . + αrvr) = 0Rm ,

ou seja,
α1v1 + . . . + αrvr ∈ Nuc f.

Porque f é injectiva, Nuc f = {0Rn} e

α1v1 + . . . + αrvr = 0Rn .

Mas S é linearmente independente, então

α1 = 0, . . . , αr = 0

e f(S) é linearmente independente. 2
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5.6 Composição de Aplicações

Se A, B e C forem conjuntos, f : A −→ B e g : B −→ C forem duas aplicações, como
o conjunto de chegada de f é igual ao domı́nio de g, podemos definir a composição de g

após f , que se designa por g ◦ f , e é a aplicação

g ◦ f : A −→ C

x 7→ g ◦ f(x) = g(f(x))

Proposição 5.20 Se f : Rn −→ Rm e g : Rm −→ Rk forem duas aplicações lineares,
então a aplicação g ◦ f : Rn −→ Rk é uma aplicação linear.

Demonstração Vejamos que g ◦ f : Rm −→ Rk é linear.

1. Se x ∈ Rn e α ∈ R, então,

g ◦ f(αx) = g(f(αx)) = g(αf(x)) = αg(f(x)) = α(g ◦ f(x)).
↑ ↑

f linear g linear

2. Se x1, x2 ∈ Rn, então,

g ◦ f(x1 + x2) = g(f(x1 + x2)) = g(f(x1) + f(x2)) =
↑

f linear

= g(f(x1)) + g(f(x2)) = (g ◦ f(x1)) + (g ◦ f(x2)).
↑

g linear

Logo, g ◦ f é uma aplicação linear. 2

Sejam f : Rn −→ Rm e g : Rm −→ Rk duas aplicações lineares, Mf e Mg as respectivas
matrizes canónicas. Podemos definir a aplicação linear

g ◦ f : Rn −→ Rk.

Nestas condições, uma pergunta pode ser colocada:
Qual a relação que existe entre as matrizes canónicas Mg◦f , Mf e Mg?
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Atendendo à definição de composição de aplicações, se ei for um vector canónico de Rn,
então

g ◦ f(ei) = g(f(ei)).

Porque o vector g(f(ei)) pode ser escrito na forma matricial por

Mg[f(ei)]

onde [f(ei)] é a matriz coluna m × 1, com as componentes de f(ei) e o vector f(ei) pode
ser escrito como

Mf [ei]

em que [ei] é a matriz coluna n× 1, com as componentes de ei, vem que

MgMf [ei]

é a forma matricial de g(f(ei)). Porque a forma matricial de g ◦ f(ei) é

Mg◦f [ei]

e g ◦ f(ei) = g(f(ei)), então,
Mg◦f = MgMf .

Acabámos de demonstrar o seguinte resultado:

Proposição 5.21 Sejam f : Rn −→ Rm e g : Rm −→ Rk duas aplicações lineares cujas
matrizes canónicas são Mf e Mg. Então, a matriz canónica de g ◦ f : Rn −→ Rk é obtida
por

Mg◦f = MgMf .

Exemplo 5.22 1. Sejam f : R2 −→ R2 a rotação em torno da origem, segundo o
ângulo de amplitude θ e g : R2 −→ R2 a rotação em torno da origem, mas segundo o
ângulo de amplitude ρ.

As matrizes canónicas de f e g são

Rθ =
[

cos θ −sen θ
sen θ cos θ

]
, Rρ =

[
cos ρ −sen ρ
sen ρ cos ρ

]
.

A composição g ◦ f : R2 −→ R2 é a aplicação linear que tem a matriz canónica
(Proposição 5.21)

Mg◦f = RρRθ =
[

cos ρ −sen ρ
sen ρ cos ρ

] [
cos θ −sen θ
sen θ cos θ

]
=

[
cos (ρ + θ) −sen (ρ + θ)
sen (ρ + θ) cos (ρ + θ)

]

ou seja, g ◦ f é a rotação em torno da origem segundo o ângulo de amplitude (ρ + θ).

Repare que neste caso, se tivessemos calculado Mf◦g teŕıamos obtido uma matriz igual
a Mg◦f .
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2. Sejam f : R2 −→ R2 e g : R2 −→ R2 duas aplicações lineares em que as matrizes
canónicas de f e g são iguais à matriz

H =
[−1 0

0 1

]
.

Pela Proposição 5.21,

Mg◦f =
[−1 0

0 1

]2

=
[

1 0
0 1

]
= I2,

pelo que g ◦ f é uma rotação segundo o ângulo de amplitude 0 e no entanto H não o
era.

3. Sejam f : R2 −→ R2 a rotação em torno da origem, segundo o ângulo de amplitude θ

e g : R2 −→ R2 a aplicação linear tal que g(x, y) = (−x, y) com x, y ∈ R. As matrizes
canónicas de f e g são respectivamente

Mf = Rθ =
[

cos θ −sen θ
sen θ cos θ

]
, Mg =

[−1 0
0 1

]
.

Pela Proposição 5.21,

Mg◦f =
[−1 0

0 1

] [
cos θ −sen θ
sen θ cos θ

]
=

[−cos θ sen θ
sen θ cos θ

]
=

[
cos (π − θ) sen (π − θ)
sen (π − θ) −cos (π − θ)

]
.

Por outro lado, pela Proposição 5.21,

Mf◦g =
[

cos θ −sen θ
sen θ cos θ

] [−1 0
0 1

]
=

[ −cos θ −sen θ
−sen θ cos θ

]
=

[
cos (π + θ) sen (π + θ)
sen (π + θ) −cos (π + θ)

]
.

Portanto neste caso, as aplicações g ◦ f e f ◦ g são distintas.

Para ver o que representa a composição de aplicações, consulte no apêndice: “Com-
posição de Aplicações e Matrizes Elementares”

5.7 Aplicações Lineares Invert́ıveis

Vejamos o que acontece às aplicações lineares que são invert́ıveis.

Definição 5.23 Sejam A, B conjuntos e f : A −→ B uma aplicação. Dizemos que f é
invert́ıvel se existir uma aplicação g : B −→ A tal que

f ◦ g = idB , g ◦ f = idA

em que
idB : B −→ B , idA : A −→ A

x 7→ x x 7→ x
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Observação

1. f : A −→ B é uma aplicação invert́ıvel se, e só se, f é bijectiva.

2. Se f é invert́ıvel então a aplicação g tal que g ◦ f = id, f ◦ g = id é única. Esta
aplicação chama-se inversa de f e denota-se por f−1.

3. Se f : A −→ B é injectiva, então f : A −→ Im f é bijectiva, pelo que existe
f−1 : Im f −→ A.

Proposição 5.24 Se f : Rn −→ Rm é uma aplicação linear injectiva, então

f−1 : Im f −→ Rn

é uma aplicação linear.

Demonstração Atendendo à observação, f : Rn −→ Im f é uma aplicação linear bijectiva.
Então existe a aplicação

f−1 : Im f −→ Rn

f(x) = y → x

Vejamos que f−1 é linear.
Sejam y1, y2 ∈ Im f , então se α1 e α2 ∈ R,

f(f−1(α1y1 + α2y2)) = f ◦ f−1(α1y1 + α2y2) = α1y1 + α2y2

e
f(α1f

−1(y1) + α2f
−1(y2)) = α1(f ◦ f−1(y1)) + α2(f ◦ f−1(y2)) = α1y1 + α2y2↑

f linear

Consequentemente,

f(f−1(α1y1 + α2y2)) = f(α1f
−1(y1) + α2f

−1(y2)).

Como f é injectiva,

f−1(α1y1 + α2y2) = α1f
−1(y1) + α2f

−1(y2),

ou seja, f−1 é linear. 2

Teorema 5.25 Seja f : Rn −→ Rn uma aplicação linear. Se a matriz canónica, Mf , de f

é invert́ıvel então

1. f é invert́ıvel.

2. a matriz canónica de f−1 é Mf−1, isto é Mf−1 = M−1
f .
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Demonstração

1. Se Mf é invert́ıvel então, pela Observação que está a seguir à Proposição 5.16, f é
injectiva e sobrejectiva. Então, f é invert́ıvel.

2. Porque f ◦ f−1 = idRn e a matriz canónica de idRn é In, temos que

MfMf−1 = Mf◦f−1 = In.

Consequentemente, Mf−1 = M−1
f . 2

Exemplo 5.26 Seja f : R2 −→ R2 a rotação em torno da origem, segundo o ângulo de
amplitude θ. a matriz canónica de f é

Rθ =
[

cos θ −sen θ
sen θ cos θ

]
.

Porque detRθ = cos2θ + sen2θ = 1 6= 0, então Rθ é invert́ıvel. Pelo Teorema 5.25, f é
invert́ıvel e a matriz canónica de f−1 é

R−1
θ =

[
cos θ sen θ
−sen θ cos θ

]
=

[
cos (2π − θ) −sen (2π − θ)
sen (2π − θ) cos (2π − θ)

]
.

Ou seja, f−1 é a rotação em torno da origem, segundo o ângulo de amplitude (2π − θ).
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Caṕıtulo 6

BASES

Dado um subespaço W =< v1, . . . , vk > de Rn, se o conjunto S = {v1, . . . , vk} é linear-
mente dependente, existe, pelo menos, um vector de S que é combinação linear dos outros
vectores (Proposição 3.17). Suponhamos, sem perda de generalidade, que v1 é combinação
linear de v2, . . . , vk, isto é,

v1 = a2v2 + . . . + akvk, com a2, . . . , ak ∈ R.

Seja u um vector de W , então

u = b1v1 + b2v2 + . . . + bkvk, com b1, b2, . . . , bk ∈ R.

Mas então,

u = b1(a2v2 + . . . + akvk) + b2v2 + . . . + bkvk

= (b1a2 + b2)v2 + . . . + (bkak + bk)vk

isto é, u ∈< v2, . . . , vk >. Portanto,

W ⊆< v2, . . . , vk > .

Facilmente se vê que < v2, . . . , vk >⊆ W =< v1, . . . , vk >. Ou seja,

W =< v2, . . . , vk > .

Podemos repetir este processo até termos um conjunto de vectores que gera W e é
linearmente independente.

6.1 Definição e Exemplos de Bases

Comecemos pela definição de base.
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Definição 6.1 Um conjunto de vectores de um subespaço W de Rn é uma base de W se
verifica as duas condições seguintes:

1. É linearmente independente.

2. Gera W .

Exemplo 6.2 1. Já vimos que Rn =< e1, e2, . . . , en > em que e1, e2, . . . , en são os vec-
tores canónicos de Rn. Como o conjunto formado por estes vectores é linearmente
independente, então

{e1, e2, . . . , en}
é uma base de Rn, chamada base canónica de Rn.

2. Sendo W =< (1, 2, 2), (0, 1, 1), (2, 4, 4) >, porque

(2, 4, 4) = 2(1, 2, 2)

então
W =< (1, 2, 2), (0, 1, 1) > .

Estes dois vectores que geram W são linearmente independentes, pois se

α1(1, 2, 2) + α2(0, 1, 1) = (0, 0, 0)

então
(α1, 2α1 + α2, 2α1 + α2) = (0, 0, 0).

Donde,
α1 = 0 e 2α1 + α2 = 0.

Portanto,
α1 = 0 e α2 = 0.

Então, o conjunto formado por estes dois vectores é uma base de W .

3. O conjunto
{(1, 1, 1), (0, 1, 1), (0, 0, 1)}

é uma base de R3 porque se

α1(1, 1, 1) + α2(0, 1, 1) + α3(0, 0, 1) = (0, 0, 0)

então
(α1, α1 + α2, α1 + α2 + α3) = (0, 0, 0).

Donde,
α1 = 0, α1 + α2 = 0, α1 + α2 + α3 = 0.

Portanto,
α1 = 0, α2 = 0, α3 = 0.
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Ou seja, o conjunto formado pelos 3 vectores é linearmente independente.

Vejamos que também gera R3. Seja (x, y, z) ∈ R3. Mostremos que existem escalares
α1, α2, α3 ∈ R tais que

α1(1, 1, 1) + α2(0, 1, 1) + α3(0, 0, 1) = (x, y, z).

Mas isto implica que

(α1, α1 + α2, α1 + α2 + α3) = (x, y, z).

Donde,
α1 = x, α1 + α2 = y, α1 + α2 + α3 = z.

Portanto,
α1 = x, α2 = y − x, α3 = z − y.

Ou seja, qualquer vector de R3 pode escrever-se como combinação linear destes 3
vectores. Logo, o conjunto formado pelos 3 vectores é uma base de R3.

4. O conjunto
{(1, 1, 1), (0, 1, 1), (1, 0, 0)}

não é uma base de R3 porque se

α1(1, 1, 1) + α2(0, 1, 1) + α3(1, 0, 0) = (0, 0, 0)

então
(α1 + α3, α1 + α2, α1 + α2) = (0, 0, 0).

Donde,
α1 + α3 = 0 e α1 + α2 = 0.

Portanto,
α3 = −α1 e α2 = −α1.

Ou seja, o conjunto formado pelos 3 vectores é linearmente dependente.

5. O conjunto
{(1, 1, 1), (0, 1, 1)}

não é uma base de R3 porque (0, 2, 0) ∈ R3 e vejamos que não existem escalares
α1, α2 ∈ R tais que

α1(1, 1, 1) + α2(0, 1, 1) = (0, 2, 0).

Isto implica que
(α1, α1 + α2, α1 + α2) = (0, 2, 0).

Donde,
α1 = 0, α1 + α2 = 2, α1 + α2 = 0.

Portanto, um sistema imposśıvel. Ou seja, o vector (0, 2, 0) de R3 não se escreve como
combinação linear destes 2 vectores. Logo, o conjunto formado pelos 2 vectores não
gera R3.
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Convenção 6.3 No caso de W =< 0Rn >, convenciona-se que a sua base é o conjunto
vazio, ∅.

6.2 Dimensão de um Subespaço

Uma pergunta pode colocar-se; “Será posśıvel arranjarmos duas bases de um mesmo
subespaço vectorial com um número diferente de vectores?”O seguinte teorema responde a
esta pergunta.

Teorema 6.4 Todas as bases de um subespaço de Rn têm o mesmo número de vectores.

Demonstração Seja W um subespaço de Rn.
Se W =< 0Rn >= {0Rn} então, por convenção, a única base é o ∅.
Suponhamos que W 6= {0Rn} e que B1 = {v1, v2, . . . , vk} e B2 = {s1, s2, . . . , sm} são

duas bases de W . Suponhamos, sem perda de generalidade, que k > m.
Como B2 gera W , cada vector de B1 escreve-se como combinação linear dos vectores de

B2. Isto é,

v1 = a11s1 + a12s2 + . . . + a1msm

v2 = a21s1 + a22s2 + . . . + a2msm

...

vk = ak1s1 + ak2s2 + . . . + akmsm

Se considerarmos o sistema homogéneo



a11 a21 . . . ak1

a12 a22 . . . ak2
...

...
...

a1m a2m . . . akm







x1

x2
...

xk


 =




0
0
...
0




como m < k, o sistema é posśıvel e indeterminado (Corolário 1.21), ou seja, existem escalares
c1, c2, . . . , ck, não todos nulos, tais que





c1a11 + c2a21 + . . . + ckak1 = 0
c1a12 + c2a22 + . . . + ckak2 = 0
...
c1a1m + c2a2m + . . . + ckakm = 0.

Mas então,

c1v1 + . . . + ckvk = c1(a11s1 + a12s2 + . . . + a1msm) + . . . + ck(ak1s1 + ak2s2 + . . . + akmsm)

= (c1a11 + c2a21 + . . . + ckak1)s1 + . . . + (c1a1m + c2a2m + . . . + ckakm)sm

= 0.
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O que significa que os vectores v1, v2, . . . , vk são linearmente dependentes. Imposśıvel pois
B2 é uma base de W . Logo, k ≤ m. Fazendo o mesmo racioćınio mas trocando os papéis
de B1 e B2 obtemos que k = m. 2

Definição 6.5 Se W é um subespaço de Rn, chamamos dimensão de W e denotamos por

dimW,

ao número de vectores de qualquer sua base.

Exemplo 6.6 1. Se W = {0Rn} então dimW = 0.

2. Uma recta de Rn que passa pela origem tem dimensão 1.

3. Um plano de Rn que passa pela origem tem dimensão 2.

4. Rn tem dimensão n.

5. O subespaço W =< (1, 2, 2), (0, 1, 1), (2, 4, 4) > do Exemplo 6.2.2, tem como sua base
o conjunto

{(1, 2, 2), (0, 1, 1)},
pelo que

dimW = 2.

6.3 Alguns Resultados sobre Bases

Nesta secção iremos ver a importância de determinarmos uma base de um subespaço.

Teorema 6.7 Se S = {v1, . . . , vk} é uma base do subespaço W de Rn, então qualquer vector
u de W escreve-se de forma única como combinação linear dos vectores de S.

Demonstração como W =< v1, . . . , vk >, se u ∈ W , então existem escalares α1, α2, . . . , αk

tais que
u = α1v1 + α2v2 + . . . + αkvk.

Suponhamos que u se escreve de outra forma como combinação linear dos vectores v1, v2, . . . , vk,
isto é, existem escalares β1, β2, . . . , βk tais que

u = β1v1 + β2v2 + . . . + βkvk.
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Então,
0 = u− u = (α1 − β1)v1 + (α2 − β2)v2 + . . . + (αk − βk)vk.

Porque S é linearmente independente,

α1 − β1 = 0, α2 − β2 = 0, . . . , αk − βk = 0

ou seja,
α1 = β1, α2 = β2, . . . , αk = βk.

E a forma de escrever u como combinação linear de v1, . . . , vk é única. 2

Já vimos que se W é um subespaço de Rn e se S é um conjunto de vectores de W que
o gera, então conseguimos encontrar uma base de W que é um subconjunto de S. Vejamos
agora como construir uma base de W , que contenha um subconjunto de vectores de W

linearmente independentes.

Teorema 6.8 Um conjunto de Rn com mais do que n vectores é linearmente dependente.

Demonstração Seja S = {v1, . . . , vm} um conjunto de Rn com m > n vectores. Consider-
emos a matriz A cujas colunas são os vectores v1, . . . , vm. Porque

r(A) ≤ min{m, n} = n 6= m,

então S é linearmente dependente. 2

Teorema 6.9 Sejam W um subespaço de Rn de dimensão k e S um conjunto de vectores
linearmente independentes, contido em W . Então, existe uma base de W que contém os
vectores de S.

Demonstração Se
S = {v1, . . . , vr}

não é uma base de W , então existe s1 ∈ W que não se escreve como combinação linear dos
vectores de S. Mas então, o conjunto

T1 = {v1, . . . , vr, s1}

é linearmente independente. Se T1 não é uma base de W , repetimos o processo anterior.
Este processo tem fim porque dimRn = n, ou seja, um conjunto com n vectores linear-

mente independente tem que gerar Rn (Teorema 6.8) e portanto qualquer vector de W , sendo
vector de Rn, escreve-se como combinação linear destes n vectores. Então, conseguimos en-
contrar uma base de W , nas condições do enunciado. 2

Observação

1. Qualquer subespaço de Rn tem uma base e a sua dimensão é menor ou igual a n.
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2. Qualquer conjunto linearmente independente com n vectores de Rn é uma sua base.

3. Qualquer conjunto com n vectores que gere Rn é uma sua base.

Exemplo 6.10 1. Sendo S = {(1, 1, 1), (−2,−2, 3)} um conjunto de vectores linear-
mente independente de R3, determinemos uma base de R3 que contenha os vectores
de S.

Sabemos que dimR3 = 3, portanto teremos de encontrar um vector de R3, que junto
com os vectores de S forme um conjunto de vectores linearmente independente.

Se este vector for o vector (a, b, c), queremos determinar a, b, c por forma a que S′ =
{(1, 1, 1), (−2,−2, 3), (a, b, c)} seja linearmente independente, ou seja, que o sistema




1 −2 a
1 −2 b
1 3 c







x
y
z


 =




0
0
0




seja posśıvel e determinado. Porque




1 −2 a
1 −2 b
1 3 c


 −→

l2 → (l2 − l1)




1 −2 a
0 0 b− a
1 3 c


 −→

l3 → (l3 − l1)




1 −2 a
0 0 b− a
0 5 c− a


 −→

l2 ↔ l3




1 −2 a
0 5 c− a
0 0 b− a




a matriz simples do sistema tem caracteŕıstica 3 (que é o número de incógnitas) se
b− a 6= 0. Isto verifica-se por exemplo, se a = 0, b = 1, c = 0. Neste caso,

S′ = {(1, 1, 1), (−2,−2, 3), (0, 1, 0)}

é uma base de R3 que contém os vectores de S.

2. Seja
W = {(x, y, z, w) ∈ R4 : x + y + w = 0}

um subconjunto de R4.

Porque W é o conjunto-solução do sistema homogéneo x + y + z = 0, então W é um
subespaço de R4 e

W =< (1,−1, 0, 0), (0, 0, 1, 0), (0,−1, 0, 1) > .

Vejamos como conseguimos obter uma base de W que contenha os vectores do conjunto

S = {(3, 0, 0,−3), (1,−2, 5, 1)}.

Ora uma base de W é o conjunto T = {(1,−1, 0, 0), (0, 0, 1, 0), (0,−1, 0, 1)}. Portanto,
dimW = 3. Os elementos de S pertencem a W . Atendendo ao Teotema 6.4, uma
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base de W tem 3 elementos. Vejamos um vector de T que não pertença a < S >. Por
exemplo o vector (0, 0, 1, 0). Ora




3 1 0
0 −2 0
2 5 1
−3 1 0




−→
l4 → (l4 + l1)




3 1 0
0 −2 0
2 5 1
0 2 0




−→
l4 → (l4 − l2)




3 1 0
0 −2 0
2 5 1
0 0 0




Daqui, facilmente se conclui que a caracteŕıstica desta matriz é 3, pelo que os 3 vectores
são linearmente independentes. Assim, o conjunto

R = {(3, 0, 0,−3), (1,−2, 5, 1), (0, 0, 1, 0)}

é uma base de W nas condições.

Até aqui estudámos só subespaços de Rn. Mas pode acontecer que W e V sejam dois
subespaços de Rn e que V ⊆ W . Nestas condições dizemos que V é subespaço de W .

Teorema 6.11 Sejam W e V dois subespaços de Rn, sendo V ⊆ W . Então:

1. 0 ≤ dimV ≤ dimW ≤ n.

2. dimV = dimW se, e só se, V = W .

Demonstração

1. Seja B uma base de V . Então B é um conjunto linearmente independente de W . Pelo
Teorema anterior, existe uma base de W , que contém os vectores de B. Pela definição
de dimensão,

0 ≤ dimV ≤ dimW ≤ n.

2. Se dimV = dimW , então sendo B uma base de V , como B é um conjunto linearmente
independente de W , podemos afirmar que existe uma base de W , B1, que contém os
vectores de B.

Mas dimW = dim V =número de vectores de B e dimW =número de vectores de B1.
Então,

B1 = B.

Porque V =< B > e W =< B1 >, então W = V .

Se V = W é evidente que dimV = dimW. 2

O teorema que vamos abordar é conhecido como Teorema das dimensões. Ele relaciona
as dimensões do núcleo e da imagem de uma aplicação linear f , com a dimensão do conjunto
de partida da aplicação f .
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Teorema 6.12 Seja f : Rn −→ Rm uma aplicação linear. Então,

dimNuc f + dim Im f = n.

Demonstração Porque Nuc f é um subespaço de Rn,

dimNuc f ≤ n.

Como Rn =< e1, e2, . . . , en > em que e1, e2, . . . , en são os vectores canónicos de Rn, então
(Proposição 5.19) Im f =< f(e1), f(e2), . . . , f(en) >. Donde,

dim Im f ≤ n.

1o caso) Se f = 0, então Nuc f = Rn e Im f = {0Rm}. Pelo que o Teorema se verifica.

2o caso) Suponhamos que f 6= 0. Seja B = {v1, . . . , vj} uma base de Nuc f e seja
B1 = {v1, . . . , vj , . . . , vn} uma base de Rn que contem os vectores de B. Porque f 6= 0,
B1 \ B 6= ∅. Atendendo à Proposição 5.19,

f(Rn) = Im f =< f(v1), . . . , f(vj), . . . , f(vn) > .

Como f(vi) = 0Rm se vi ∈ B, então

Im f =< f(vj+1), . . . , f(vn) > .

Vejamos que estes vectores são linearmente independentes.
Se existissem escalares aj+1, . . . , an, não todos nulos, tais que

aj+1f(vj+1) + . . . + anf(vn) = 0Rm ,

porque f é aplicação linear,

f(aj+1vj+1 + . . . + anvn) = 0Rm .

Mas isto significava que

aj+1vj+1 + . . . + anvn ∈ Nuc f =< v1, . . . , vj > .

Então, existiriam escalares b1, . . . , bj tais que

aj+1vj+1 + . . . + anvn = b1v1 + . . . + bjvj .

Donde,
b1v1 + . . . + bjvj + (−aj+1)vj+1 + . . . + (−an)vn = 0Rn ,

com algum dos aj+1, . . . , an não nulo. Mas isto é imposśıvel pois {v1, . . . , vj , . . . , vn} é
uma base de Rn, logo linearmente independente. Assim, {f(vj+1), . . . , f(vn)} é linearmente
independente e portanto uma base de Im f . Consequentemente,

dim Im f = n− j.
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Porque dimNuc f = j, temos que

dimNuc f + dim Im f = n.

2

Vejamos agora um processo mais cómodo para determinar uma base a partir de um
conjunto de geradores de um subespaço de Rn.

Dado um conjunto S = {v1, . . . , vk} de geradores do subespaço W de Rn,

◦ Construamos a matriz A cujas colunas são os vectores de S.

◦ Reduzamos a matriz A a uma sua forma de escada A′.

◦ Fixemos em A as colunas que correspondem às colunas de A′ com pivots.

◦ Construamos com cada uma dessas colunas de A, o correspondente vector de Rn.

Estes vectores formam uma base de W .

Observação É fácil ver que qualquer coluna de A′ é combinação linear das colunas de
pivots de A′.

Prova-se que, uma coluna de A′ é combinação linear das colunas de pivots de A′ se, e só
se, a correspondente coluna de A é combinação linear das colunas de A que correspondem
às colunas de pivots de A′.

Usando estes dois argumentos, temos a justificação da última afirmação do processo para
determinar uma base de W .

Exemplo 6.13 Seja W =< v1, v2, v3, v4, v5 > o subespaço de R4 tal que

v1 = (1,−2, 0, 3), v2 = (2,−5,−3, 6), v3 = (0, 1, 3, 0),

v4 = (2,−1, 4,−7), v5 = (5,−8, 1, 2).

Então,

A =




1 2 0 2 5
−2 −5 1 −1 −8
0 −3 3 4 1
3 6 0 −7 2




−→
l2 → (l2 + 2l1)




1 2 0 2 5
0 −1 1 3 2
0 −3 3 4 1
3 6 0 −7 2




−→
l4 → (l4 − 3l1)

↑ ↑ ↑ ↑ ↑

v1 v2 v3 v4 v5


1 2 0 2 5
0 −1 1 3 2
0 −3 3 4 1
0 0 0 −13 −13




−→
l3 → (l3 − 3l2)




1 2 0 2 5
0 −1 1 3 2
0 0 0 −5 −5
0 0 0 −13 −13




−→
l4 → (l4 − 13

5 l3)




1 2 0 2 5
0 −1 1 3 2
0 0 0 −5 −5
0 0 0 0 0


 = A′

em A′, as colunas de pivots são a primeira, a segunda e a quarta. Estas colunas correspon-
dem aos vectores (em A) v1, v2, v4, então

W =< v1, v2, v4 > e {v1, v2, v4} é uma base de W.
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6.4 Coordenadas em Relação a uma Base

Sabemos escrever um vector de Rn como combinação linear dos vectores canónicos de Rn.
Nesta secção veremos que os coeficientes desta combinação linear são distintos se mudarmos
os vectores canónicos para outros vectores que formem uma base de Rn.

Definição 6.14 Seja B = {v1, v2, . . . , vk} uma base ordenada (isto é, a ordem dos vectores
em B é fixa) do subespaço W de Rn. Se a única forma de escrever u ∈ W , como combinação
linear dos vectores de B é

u = a1v1 + a2v2 + . . . + akvk,

dizemos que as coordenadas de u na base B são

a1, a2, . . . , ak

ou que,
(a1, a2, . . . , ak)

é o k−uplo de coordenadas de u na base B. Quando não houver lugar a confusão, diremos
simplesmente coordenadas de u na base B.

Observação Normalmente escrevemos

x = (x1, x2, . . . , xn)

para designar um vector de Rn. Como {e1, e2, . . . , en} é a base canónica de Rn e

(x1, x2, . . . , xn) = x1e1 + x2e2 + . . . + xnen,

então (x1, x2, . . . , xn) são as coordenadas de x na base canónica de Rn.

Se nada for dito, sempre que nos derem um vector (x1, x2, . . . , xn) de Rn, suporemos que
são as coordenadas do vector na base canónica de Rn.

Exemplo 6.15 Seja W =< (1, 2, 0), (0, 1, 2) > um subespaço de R3. Facilmente se vê que

B = {(1, 2, 0), (0, 1, 2)}

é uma base de W (o conjunto B é linearmente independente e gera W ).
Vejamos se u = (2, 0,−8) é um vector de W e, se for, quais as suas coordenadas na base

B.
O que pretendemos é encontrar, se existirem, escalares a1 e a2 tais que

u = (2, 0,−8) = a1(1, 2, 0) + a2(0, 1, 2) = (a1, 2a1 + a2, 2a2).
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Donde, 



a1 = 2
2a1 + a2 = 0
2a2 = −8

ou seja, a1 = 2, a2 = −4. Portanto,
(2,−4)

é o 2−uplo de coordenadas de u na base B.

Observação Se no exemplo anterior pedissem as coordenadas de u na base {(0, 1, 2), (1, 2, 0)}
(repare que esta base tem os vectores de B trocados) de W , seria o 2−uplo

(−4, 2).

ATENÇÃO: É muito importante a ordenação da base.

6.5 Matriz de uma Aplicação Linear

Na secção 5.3 aprendemos a construir a matriz canónica de uma aplicação linear. Aqui
veremos que a matriz canónica não é mais do que a matriz da aplicação linear relativamente
às bases canónicas.

Definição 6.16 Seja f : Rn −→ Rm uma aplicação linear e sejam B = {v1, . . . , vn} uma
base de Rn e B′ = {v′1, . . . , v′m} uma base de Rm. Chamamos matriz de f em relação às
bases B e B′, e denotamo-la por

M(f ;B,B′),
a matriz A = [aij ] de tipo m× n, cuja i−ésima coluna é o m−uplo de coordenadas de f(vi)
na base B′, i = 1, . . . , n. Portanto,

f(vi) = a1iv
′
1 + . . . + amiv

′
m.

Exemplo 6.17 1. Seja

f : R2 −→ R3

(x, y) 7→ (x + 2y, 3y,−x + y)

uma aplicação linear e sejam B = {(2, 1), (0, 3)} uma base de R2 e B′ = {(1, 1, 1), (0, 1, 0), (0, 0, 1)}
uma base de R3. Construamos a M(f ;B,B′).
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Ora

f(2, 1) = (4, 3,−1) = 4(1, 1, 1)− 1(0, 1, 0)− 5(0, 0, 1)

f(0, 3) = (6, 9, 3) = 6(1, 1, 1) + 3(0, 1, 0)− 3(0, 0, 1)

Assim,

M(f ;B,B′) =




4 6
−1 3
−5 −3




Repare que a matriz canónica de f (matriz de f em relação à base canónica de R2 e
à base canónica de R3) é

Mf =




1 2
0 3
−1 1




pois
f(1, 0) = (1, 0,−1)

e
f(0, 1) = (2, 3, 1).

2. Considere a aplicação linear
idR2 : R2 −→ R2

(x, y) 7→ (x, y)

e sejam B = {(2, 1), (0, 3)} uma base de R2 e B1 a base canónica de R2. Então,

M(idR2 ;B,B1) =
[

2 0
1 3

]

pois
idR2(2, 1) = (2, 1) = 2(1, 0) + 1(0, 1)

e
idR2(0, 3) = (0, 3) = 0(1, 0) + 3(0, 1),

e

M(idR2 ;B1,B) =
[

1
2 0
−1

6
1
3

]

pois

idR2(1, 0) = (1, 0) =
1
2
(2, 1)− 1

6
(0, 3)

e
idR2(0, 1) = (0, 1) = 0(2, 1) +

1
3
(0, 3).

117



6.6 Matriz Mudança de Base

Sejam f : Rn −→ Rm uma aplicação linear, B e B1 bases de Rn e B′ uma base de Rm.
Duas perguntas se podem colocar:

• Qual a relação entre M(idRn ;B,B1) e M(idRn ;B1,B)?

• Qual a relação entre M(f ;B,B′) e Mf?

São estas duas perguntas que iremos estudar a seguir.

Sejam f : Rn −→ Rm uma aplicação linear, B = {v1, . . . , vn} uma base de Rn e
B′ = {v′1, . . . , v′m} uma base de Rm. Sendo u um vector de Rn, vejamos como calcular f(u)
usando M(f ;B,B′) = [aij ].

Seja (b1, . . . bn) o n−uplo de coordenadas de u na base B (base de Rn). Então,

u = b1v1 + . . . + bnvn.

Atendendo à Definição 6.16

f(v1) = a11v
′
1 + . . . + am1v

′
m

...

f(vn) = a1nv′1 + . . . + amnv′m.

Então, usando a linearidade de f temos que

f(u) = f(b1v1 + . . . + bnvn)

= b1f(v1) + . . . + bnf(vn)

= b1(a11v
′
1 + . . . + am1v

′
m) + . . . + bn(a1nv′1 + . . . + amnv′m)

= (b1a11 + . . . + bna1n)v′1 + . . . + (b1am1 + . . . + bnamn)v′m

ou seja, as coordenadas de f(u) na base B′ são

(α1, . . . , αm)

em que 


α1
...

αm


 =




a11 . . . a1n
...

...
am1 . . . amn







b1
...

bn


 = M(f ;B,B′)




b1
...

bn


 .

O que acabámos de demonstrar foi o resultado seguinte:

Proposição 6.18 Sejam f : Rn −→ Rm uma aplicação linear, B = {v1, . . . , vn} uma base
de Rn e B′ = {v′1, . . . , v′m} uma base de Rm. Se (b1, . . . , bn) for o n−uplo de coordenadas
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de um vector u de Rn, na base B, então o m−uplo de coordenadas de f(u) na base B′ é
(α1, . . . , αm) tal que

M(f ;B,B′)




b1
...
bn


 =




α1
...

αm


 .

Exemplo 6.19 Seja f : R2 −→ R3 a aplicação linear que tem como matriz relativamente
às bases B = {(1, 1), (0, 1)} de R2 e B′ = {(1, 1, 1), (0, 1, 1), (0, 0, 1)} de R3,

M(f ;B,B′) =




1 2
1 0
1 1


 .

Determinemos f(2,−1).
Como nada dissemos, supomos que (2,−1) são as coordenadas do vector de R2 na sua

base canónica.
Porque

(2,−1) = 2(1, 1)− 3(0, 1),

então
(2,−3)

são as coordenadas de (2,−1) na base B.
Ora, usando a Proposição 6.18,

M(f ;B,B′)
[

2
−3

]
=



−4
2
−1


 .

Donde,
(−4, 2,−1)

são as coordenadas de f(2,−1) na base B′. Assim,

f(2,−1) = −4(1, 1, 1) + 2(0, 1, 1)− 1(0, 0, 1) = (−4,−2,−3).

Definição 6.20 Sejam B e B1duas bases de Rn. Chamamos matriz de mudança de base
(B,B1) à matriz

M(idRn ;B,B1).

Da proposição anterior conclúımos que:

119



Corolário 6.21 Sejam B e B1 duas bases de Rn. Se (b1, . . . , bn) for o o n−uplo de coorde-
nadas de um vector u de Rn, na base B, então o n−uplo de coordenadas de u na base B1 é
(α1, . . . , αn) tal que

M(idRn ;B,B1)




b1
...
bn


 =




α1
...

αn


 .

Observação Usando as hipóteses do Corolário 6.21, temos que

M(idRn ;B1,B)M(idRn ;B,B1)




b1
...

bn


 = M(idRn ;B1,B)




α1
...

αn


 =




b1
...

bn


 = In




b1
...

bn


 .

Porque esta igualdade se obtém qualquer que seja (b1, . . . , bn), então,

M(idRn ;B1,B)M(idRn ;B,B1) = In.

Pelo Lema 4.23,
M(idRn ;B1,B) = M(idRn ;B,B1)−1.

Estamos agora em condições de responder à pergunta sobre a relação que existe entre
as matrizes da mesma aplicação linear, mas relativamente a bases distintas.

Teorema 6.22 Sejam f : Rn −→ Rm uma aplicação linear, B e B1 duas bases de Rn e B′
e B′1 duas bases de Rm. Então,

M(f ;B1,B′1) = M(idRm ;B′,B′1)M(f ;B,B′)M(idRn ;B1,B).

Demonstração Queremos mostrar que

M(f ;B1,B′1) = M(idRm ;B′,B′1)M(f ;B,B′)M(idRn ;B1,B) (∗)

ou seja, que a matriz da aplicação linear f : Rn −→ Rm relativamente às bases B1 de Rn e
B′1 de Rm e a matriz da mesma aplicação linear f mas relativamente às bases B de Rn e B′
de Rm se relacionam.

Construamos o diagrama destas aplicações da seguinta forma:

No topo do diagrama colocamos a aplicação f : Rn −→ Rm e mencionamos que é
relativamente às bases B1 de Rn e B′1 de Rm (bases da matriz que surge do lado esquerdo
da igualdade (∗)). Isto é,
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Rn - Rm

B1 B′1-

f

Na parte final do diagrama colocamos a mesma aplicação do topo do diagrama mas
relativamente às bases em que surge a matriz desta aplicação do lado direito da igualdade
(∗). Isto é,

Rn - Rm

Rn - Rm

B1 B′1

B B′

-

-

f

f

Do lado direito do diagrama colocamos a aplicação identidade de Rm, em que o sentido da
aplicação é do final do diagrama para o seu topo. Do lado esquerdo do diagrama colocamos
a aplicação identidade de Rn, em que o sentido da aplicação é do topo do diagrama para o
seu final. Isto é,

Rn - Rm

Rn - Rm

6

?

B1 B′1

B B′

-

-

f

f

idRn idRm

Seja u um vector de Rn em que (b1, . . . , bn) é o n−uplo de coordenadas de u na base B e
(c1, . . . , cn) é o n−uplo de coordenadas de u na base B1. Sejam (α1, . . . , αm) o m−uplo de
coordenadas de f(u) na base B′ e (β1, . . . , βm) o m−uplo de coordenadas de f(u) na base
B′1.
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Usando a Proposição 6.18, temos que

M(f ;B1,B′1)




c1
...

cn


 =




β1
...

βm


 .

Por outro lado, usando o Corolário 6.21 e a Proposição 6.18,

M(idRm ;B′,B′1)M(f ;B,B′)M(idRn ;B1,B)




c1
...

cn


 =

M(idRm ;B′,B′1)M(f ;B,B′)




b1
...

bn


 =

M(idRm ;B′,B′1)




α1
...

αm


 =




β1
...

βm


 .

Donde o resultado. 2

Exemplo 6.23 1. Determinemos a matriz da aplicação linear

f : R3 −→ R2

em relação às bases B1 = {(1, 0, 0), (0, 0, 1), (0, 1, 0)} de R3 e B′1 = {(0, 1), (1, 1)} de
R2, sabendo que

Mf =
[

1 0 2
−1 2 2

]
.

Vamos construir o diagrama como descrito na demonstração do Teorema 6.22.

R3 - R2

R3 - R2

6

?

B1 B′1

b.c. b.c.

-

-

f

f

idR3 idR2

(em que b.c. designa a base canónica) temos que,

M(f ;B1,B′1) = M(idR2 ; b.c.,B′1)MfM(idR3 ;B1, b.c.).
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Porque

M(idR2 ; b.c.,B′1) = M(idR2 ;B′1, b.c.)−1 =
[

0 1
1 1

]−1

=
[−1 1

1 0

]

temos que

M(f ;B1,B′1) =
[−1 1

1 0

] [
1 0 2
−1 2 2

] 


1 0 0
0 0 1
0 1 0


 =

[−2 0 2
1 2 0

]
.

2. Determinemos a matriz da aplicação linear

f : R2 −→ R3

em relação às bases B = {(0, 1), (1, 1)} de R2 e à base canónica de R3, sabendo que a
matriz canónica de f é

Mf =




1 2
−5 0
3 4


 .

Vamos construir o diagrama como descrito na demonstração do Teorema 6.22.

R2 - R3

R2 - R3

6

?

B b.c.

b.c. b.c.

-

-

f

f

idR2 idR3

(em que b.c. designa a base canónica) temos que,

M(f ;B, b.c.) = M(idR3 ; b.c., b.c.)MfM(idR2 ;B, b.c.).

Porque
M(idR3 ; b.c., b.c.) = I3

temos que

M(f ;B, b.c.) = I3




1 2
−5 0
3 4




[
0 1
1 1

]
=




2 3
0 −5
4 7


 .
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Caṕıtulo 7

DIAGONALIZAÇÃO

Neste caṕıtulo voltamos a abordar o tema dos valores e vectores próprios de uma matriz
de ordem n e veremos uma aplicação, à geometria, destes conceitos.

7.1 Diagonalização de Matrizes Quadradas

Dada uma aplicação linear f de Rn em Rn, usando matrizes de mudança de base,
podemos em certas ocasiões determinar uma base de Rn, na qual a aplicação linear f tenha
como sua matriz, uma matriz diagonal.

Definição 7.1 Sejam A e B duas matrizes de ordem n. Dizemos que A é semelhante a
B, se existe uma matriz invert́ıvel P , de ordem n, tal que

P−1AP = B.

Observação Se A é semelhante a B, existe P invert́ıvel tal que P−1AP = B. Mas então,
PBP−1 = A e podemos dizer que B é semelhante a A. Muitas vezes diz-se, simplesmente
que A e B são semelhantes.

Exemplo 7.2 As matrizes A =
[

1 −1
−1 3

]
e B =

[
3 −1
−1 1

]
são semelhantes, porque a

matriz P =
[

1 2
0 1

]
é invert́ıvel e

P−1AP =
[

1 −2
0 1

] [
1 −1
−1 3

] [
1 2
0 1

]
=

[
3 −1
−1 1

]
= B.
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Teorema 7.3 Sejam A e B duas matrizes de ordem n. A e B são semelhantes se, e só se,
existem bases em relação às quais as matrizes representam a mesma aplicação linear.

Demonstração Suponhamos que as duas matrizes representam a mesma aplicação linear
f : Rn −→ Rn, sendo

A = M(f ;B,B) e B = M(f ;B1,B1)

em que B e B1 são duas bases de Rn. Pelo Teorema 6.22,

B = M(idRn ;B,B1)AM(idRn ;B1,B).

Porque M(idRn ;B,B1) = M(idRn ;B1,B)−1, então A e B são semelhantes.
Reciprocamente, se B = P−1AP para alguma matriz P de ordem n, seja B a base de

Rn tal que
P = M(idRn ;B, b.c.)

em que b.c. é a base canónica de Rn. Pela Proposição 5.9, seja f : Rn −→ Rn a aplicação
linear tal que Mf = A. Então,

B = M(idRn ; b.c.,B)MfM(idRn ;B, b.c.).

Pelo Teorema 6.22,
B = M(f ;B,B),

ou seja, A e B representam a mesma aplicação linear f . 2

Exemplo 7.4 Usando o Exemplo 7.2, em que A =
[

1 −1
−1 3

]
e B =

[
3 −1
−1 1

]
e supondo

que A é a matriz canónica de uma aplicação linear de R2 em R2, então a aplicação linear é

f : R2 −→ R2

(x, y) 7→ (x− y,−x + 3y)

Pelo Teorema 7.3, porque A e B são semelhantes, existe uma base B de R2, tal que

B = M(f ;B,B).

pela demonstração deste Teorema, a base B determina-se usando uma matriz P tal que
B = P−1AP .

Pelo Exemplo 7.2, se P =
[

1 2
0 1

]
, então B = P−1AP .

Pelo que, sendo P = M(idRn ;B, b.c.), vem que

B = {(1, 0), (2, 1)}

é a base de R2 em relação à qual B representa a aplicação f .
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Proposição 7.5 Matrizes semelhantes têm

1. o mesmo determinante.

2. o mesmo polinómio caracteŕıstico e portanto os mesmos valores próprios com as mes-
mas multiplicidades algébricas.

Definição 7.6 Seja A uma matriz de ordem n. A diz-se diagonalizável se A é semelhante
a uma matriz diagonal, isto é, se existe uma matriz P invert́ıvel e uma matriz diagonal D

tais que
A = P−1DP.

A matriz P diz-se a matriz diagonalizante de A.

Observação Na definição anterior podeŕıamos dizer que A é diagonalizável se existe uma
matriz P invert́ıvel e uma matriz diagonal D tais que

PAP−1 = D.

Proposição 7.7 Sejam A uma matriz de ordem n diagonalizável, P uma matriz invert́ıvel

e D =




d1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . dn


 uma matriz diagonal tais que P−1DP = A. Então,

1. cada di, i = {1, . . . , n}, é um valor próprio de A.

2. a matriz P−1 tem como suas colunas, n vectores próprios de A, linearmente indepen-
dentes, cada um deles associado,respectivamente, a d1, . . . , dn.

Demonstração Porque P−1DP = A então AP−1 = P−1D. Seja C1 a primeira coluna de
P−1 (P−1 é invert́ıvel, então C1 não é uma coluna nula). Mas a primeira coluna de P−1D

é d1C1, então,
AC1 = d1C1,

ou seja, C1 é um vector próprio de A associado ao valor próprio d1.
O mesmo acontece com as outras colunas de P−1.
Atendendo ao processo descrito depois do Teorema 6.12 e porque P−1 é invert́ıvel, pode-

mos afirmar que a matriz P−1 tem como suas colunas, n vectores próprios de A, linearmente
independentes, cada um deles associado, respectivamente, a d1, . . . , dn. 2

Definição 7.8 Seja A uma matriz de ordem n e α um valor próprio de A, chamamos
multiplicidade geométrica de α, e denotamos por

mg(α),

à dimensão do subespaço próprio associado ao valor próprio α, isto é,

mg(α) = dimMα.
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Proposição 7.9 Sejam A uma matriz de ordem n e α um valor próprio de A. Então,

1 ≤ mg(α) ≤ ma(α).

Demonstração Suponhamos que mg(α) = s e seja {v1, . . . , vs} uma base de Mα, temos
s ≥ 1 pois, por definição de vector próprio, Mα não é o subespaço nulo . Pelo Teorema 6.9,
existem vectores us+1, . . . , un de Rn tais que

B = {v1, . . . , vs, us+1, . . . , un}

é uma base de Rn. Pela Proposição 5.9, seja f a aplicação linear de Rn em Rn tal que
Mf = A.

Porque Avi = αvi, i = 1, . . . , s, então

f(vi) = αvi,

i = 1, . . . , s. Consequentemente,

B = M(f ;B,B) =




α . . . 0
...

. . .
... ∗

0 . . . α

0 C




s

s

Como B é semelhante a A (Teorema 7.3) e α é valor próprio de B com multiplicidade
algébrica ≥ s, então

ma(α) ≥ s = mg(α).

2

Proposição 7.10 Se v1, . . . , vk são vectores próprios de A associados aos valores próprios
distintos α1, . . . αk, então o conjunto {v1, . . . , vk} é linearmente independente.

Demonstração Suponhamos que S = {v1, . . . , vk} é linearmente dependente e seja S′ =
{vi1 , . . . , vir} um subconjunto de S, linearmente independente, maximal. Porque S\S′ 6= ∅,
seja vj ∈ S\S′. Então vj é combinação linear dos vectores de S′, ou seja, existem ai1 , . . . , air

escalares tais que
vj = ai1vi1 + . . . + airvir .

Se pensarmos nos vectores como matrizes coluna, então

Avj = A(ai1vi1 + . . . + airvir) = ai1Avi1 + . . . + airAvir .

Donde, αjvj = ai1αi1vi1 + . . . + airαirvir , ou seja,

0 = ai1(αi1 − αj)vi1 + . . . + air(αir − αj)vir .
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Como α1, . . . αk são distintos e S′ é linearmente independente então ai1 = . . . = air = 0 e
vj = 0. Mas isto é imposśıvel pois vj é vector próprio de A, logo não nulo. 2

Teorema 7.11 Seja A uma matriz de ordem n. A é diagonalizável se, e só se, a soma das
multiplicidades geométricas dos valores próprios de A é n.

Demonstração Suponhamos que A é diagonalizável, então existe uma matriz P invert́ıvel
tal que

A = P−1DP

em que D é matriz diagonal. Sendo D =




d1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . dn


 então d1, . . . , dn são os valores

próprios de D, logo os de A.
Sejam v1, . . . , vn as colunas da matriz P−1 (já sabemos que são vectores próprios de A),

então
P−1D =

[
d1v1 d2v2 . . . dnvn

]
.

De A = P−1DP vem que AP−1 = P−1D e daqui sai que

A[vi] = [divi]

ou seja, vi é vector próprio de A associado ao valor próprio di.
Como P−1 é invert́ıvel, então {v1, . . . , vn} é uma base de Rn, formada por vectores

próprios de A. Se di1 , . . . , dir são os valores próprios distintos de A, porque

ma(dij ) ≥ mg(dij )

(Proposição 7.9), então
r∑

j=1

mg(dij ) ≤
r∑

j=1

ma(dij ) = n

ou seja, o conjunto formado pelos vectores de uma base de cada Mαi tem no máximo n

vectores. Como B = {v1, . . . , vn} tem n vectores, então

r∑

j=1

mg(dij ) = n.

Reciprocamente, sejam α1, . . . αk os valores próprios de A e seja

Bi = {vi1 , . . . , viri
}

uma base do subespaço próprio Mαi , i = 1, . . . , k. Consideremos o conjunto B formado
pelos vectores de cada Bi, i = 1, . . . , k.

Se B fosse linearmente dependente, existiriam escalares, a11, . . . , a1r1 , . . . , ak1, . . . , akrk
,

não todos nulos, tais que

0 = a11v11 + . . . + a1r1v1r1 + . . . + ak1vk1 + . . . + akrk
vkrk

.
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Sendo

ti = ai1vi1 + . . . + airiviri

então ti pertence a Mαi . Donde,

0 = t1 + . . . + tk.

Os vectores t1, . . . , tk pertencem a subespaços próprios distintos, então, pela Proposição
7.10, t1 = 0, . . . , tk = 0. Mas então,

0 = ti = ai1vi1 + . . . + airiviri

e porque Bi é uma base de Mαi , ai1 = . . . = airi = 0, para i = 1, . . . , k. Ou seja, temos uma
situação imposśıvel. Portanto, B é linearmente independente.

Porque
∑k

i=1 mg(αi) = n, então B tem n vectores. Consequentemente, B é uma base de
Rn.

Se P−1 =
[
v11 · · · v1r1 · · · vk1 · · · vkrk

]
, então

AP−1 =
[
α1v11 · · · α1v1r1 · · · αkvk1 · · ·αkvkrk

]

= P−1




α1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . αk


 .

Donde, A = P−1DP com D =




α1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . αk


. 2

Exemplo 7.12 Vejamos se A =




0 0 −2
1 2 1
1 0 3


 é diagonalizável e se for, determinemos uma

matriz diagonalizante.
Calculemos os valores próprios de A:

det(λI3 −A) =




λ 0 2
−1 λ− 2 −1
−1 0 λ− 3


 =

= λ(λ− 2)(λ− 3) + 2(λ− 2) = (λ− 2)(λ2 − 3λ + 2) = (λ− 2)2(λ− 1).

Então 2 e 1 são os valores próprios de A e

ma(2) = 2, ma(1) = 1.
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Vejamos os subespaços próprios. Por definição,

M2 =



(x, y, z) ∈ R3 : (2I3 −A)




x
y
z


 =




0
0
0








2I3 −A =




2 0 2
−1 0 −1
−1 0 −1




−→
l2→(l2+ 1

2
l1)

l3→(l3+ 1
2
l1)




2 0 2
0 0 0
0 0 0




M2 = {(x, y, z) ∈ R3 : x = −z} = 〈(−1, 0, 1), (0, 1, 0)〉.

Como {(−1, 0, 1), (0, 1, 0)} é linearmente independente, pois

r (



−1 0

0 1
1 0


) = 2,

então {(−1, 0, 1), (0, 1, 0)} é uma base de M2.

M1 =



(x, y, z) ∈ R3 : (I3 −A)




x
y
z


 =




0
0
0








I3 −A =




1 0 2
−1 −1 −1
−1 0 −2




−→
l2→(l2+l1)

l3→(l3+l1)




1 0 2
0 −1 1
0 0 0




M1 = {(x, y, z) ∈ R3 : x = −2z, y = z} = 〈(−2, 1, 1)〉.
Como (−2, 1, 1) 6= (0, 0, 0) então é linearmente independente, logo {(−2, 1, 1)} é uma base
de M1. Então, mg(2) = 2, mg(1) = 1. Assim,

mg(2) + mg(1) = 3 = ordem A

e A é diagonalizável (Teorema 7.11). Sendo

P−1 =



−1 0 −2
0 1 1
1 0 1


 (matriz formada pelos vectores

das bases de M2 e M1 em colunas)

então, P diagonaliza A.

Observação No exemplo anterior,

PAP−1 =




2 0 0
0 2 0
0 0 1


 .

A matriz produto é esta porque a primeira coluna da matriz P−1 é um vector da base de
M2 (associado ao valor próprio 2). Logo, a posição (1, 1) da matriz PAP−1 é 2. A segunda
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coluna da matriz P−1 é um vector da base de M2 (associado ao valor próprio 2). Logo, a
posição (2, 2) da matriz PAP−1 é 2. A terceira coluna da matriz P−1 é um vector da base
de M1 (associado ao valor próprio 1). Logo, a posição (3, 3) da matriz PAP−1 é 1.

Se tivessemos escolhido a matriz Q−1 =



−1 −2 0
0 1 1
1 1 0


 então a primeira coluna da matriz

Q−1 é um vector da base de M2 (associado ao valor próprio 2). Logo, a posição (1, 1) da
matriz QAQ−1 é 2. A segunda coluna da matriz Q−1 é um vector da base de M1 (associado
ao valor próprio 1). Logo, a posição (2, 2) da matriz QAQ−1 é 1. A terceira coluna da
matriz Q−1 é um vector da base de M2 (associado ao valor próprio 2). Logo, a posição (3, 3)
da matriz QAQ−1 é 2. Portanto,

QAQ−1 =




2 0 0
0 1 0
0 0 2


 .

7.2 Classificação de Cónicas de R2

Nesta secção vamos ver uma aplicação da diagonalização de matrizes.

7.2.1 Formas Quadráticas de R2

Além da definição de forma quadrática vamos aprender a diagonalizá-las.

Definição 7.13 Chama-se forma quadrática de R2 a toda a aplicação do tipo

Q : R2 −→ R
(x, y) 7−→ Ax2 + Bxy + Cy2.

Dizemos que Q é uma forma quadrática diagonal se

Q(x, y) = Ax2 + Cy2.

Observação Q(x, y) pode ser escrita na forma matricial da seguinte forma

Q(x, y) =
[
x y

] [
A B

2
B
2 C

] [
x
y

]
.

A matriz M =
[

A B
2

B
2 C

]
é a matriz associada à forma quadrática Q.

Repare que Q é forma quadrática diagonal se, e só se, a matriz associada à forma
quadrática Q for diagonal.
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Observação Repare que se M é uma matriz associada a uma forma quadrática então M

é uma matriz simétrica.

Exemplo 7.14 Sendo

Q : R2 −→ R
(x, y) 7−→ x2 + 3xy − y2

então a matriz associada à forma quadrática Q é

M =
[

1 3
2

3
2 −1

]
.

Vejamos como se diagonaliza uma forma quadrática Q cuja matriz associada é

M =
[

A B
2

B
2 C

]
.

-Em primeiro lugar calculemos os valores próprios de M .
Eles são obtidos através do polinómio caracteŕıstico de M que é,

pM (λ) =
∣∣∣∣
λ−A −B

2

−B
2 λ− C

∣∣∣∣ = (λ−A)(λ− C)− B2

4 =

= λ2 − (A + C)λ + (AC − B2

4 ).

Então, pM (λ) = 0 se

λ =
A + C ±

√
(A + C)2 − 4AC + B2

2
=

A + C ±
√

(A− C)2 + B2

2
.

Porque (A − C)2 + B2 ≥ 0, quaisquer que sejam A, B e C reais, então os valores próprios
de M são números reais.

1oCaso Se (A− C)2 + B2 = 0, então A = C, B = 0. Pelo que M é diagonal.
2oCaso Se (A−C)2+B2 > 0, então M tem 2 valores próprios λ1 e λ2, distintos. Porque

a dimensão de qualquer subespaço próprio de M é maior ou igual a 1, pelo Teorema 7.11,
M é diagonalizável.

-Agora determinemos uma matriz diagonalizante de M , no 2o caso:
Sendo λ1 6= λ2, os dois valores próprios de M e se

Mλ1 = 〈(x1, y1)〉, Mλ2 = 〈(x2, y2)〉
consideremos os vectores

(x′1, y
′
1) =

(
x1√

x2
1+y2

1

, y1√
x2
1+y2

1

)
de Mλ1 , com norma 1

(x′2, y
′
2) =

(
x2√

x2
2+y2

2

, y2√
x2
2+y2

2

)
de Mλ2 , com norma 1.
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Usando a Proposição 7.10, B = {(x′1, y′1), (x′2, y′2)} é uma base de R2, formada por
vectores próprios de M , com norma 1.

Sendo S−1 =
[

x′1 x′2
y′1 y′2

]
, então S diagonaliza M .

Repare que S−1 = M(idR2 ;B, b.c.), pelo que S−1 pode ser considerada a matriz de
mudança da base B para a base b.c. (transforma cada vector escrito na base B, para a base
canónica).

-A matriz S−1 anterior é tal que (S−1)T S−1 = I2.
Demonstração

(S−1)T S−1 =
[

x′1 y′1
x′2 y′2

] [
x′1 x′2
y′1 y′2

]
=

[
x′1

2 + y′1
2 x′1x

′
2 + y′1y

′
2

x′1x
′
2 + y′1y

′
2 x′2

2 + y′2
2

]

e

(λ1

[
x′1 y′1

]
)
[

x′2
y′2

]
= (λ1

[
x′1
y′1

]
)T

[
x′2
y′2

]
= (M

[
x′1
y′1

]
)T

[
x′2
y′2

]

=
[
x′1 y′1

]
(M

[
x′2
y′2

]
) = λ2

[
x′1 y′1

] [
x′2
y′2

]
.

Temos que,

(λ1 − λ2)
[
x′1 y′1

] [
x′2
y′2

]
= 0.

Mas λ1 6= λ2, pelo que, x′1x
′
2 + y′1y

′
2 =

[
x′1 y′1

] [
x′2
y′2

]
= 0. Por outro lado, os vectores de B

têm norma 1, ou seja,
1 = ||(x′1, y′1)||2 = x′1

2 + y′1
2

1 = ||(x′2, y′2)||2 = x′2
2 + y′2

2

Portanto, (S−1)T S−1 = I2, ou seja, (S−1)T = S. 2

Logo,

(S−1)T MS−1 =
[

λ1 0
0 λ2

]
.

Obtemos, assim, a forma quadrática diagonal de Q que é

Q(x′, y′) = λ1x
′2 + λ2y

′2

(forma quadrática na base B).

Observação Repare que se (x′, y′) são as coordenadas na base B de um elemento de R2

que tem coordenadas, na base canónica de R2, (x, y), então

Q(x′, y′) =
[
x′ y′

]
(S−1)T MS−1

[
x′

y′

]
=

(
S−1

[
x′

y′

])T

MS−1

[
x′

y′

]

=
[

x
y

]T

M

[
x
y

]
=

[
x y

]
M

[
x
y

]
= Q(x, y).

Portanto, o que fazemos é uma rotação das rectas de R2 (rotação dos eixos ordenados)

y = 0 ((x, y) = λ(1, 0), λ ∈ R), x = 0 ((x, y) = λ(0, 1), λ ∈ R)

para as rectas
(x, y) = λ(x′1, y

′
1), λ ∈ R, (x, y) = λ(x′2, y

′
2), λ ∈ R.
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Exemplo 7.15 1. Diagonalizemos a forma quadrática

Q(x, y) = 2xy.

A matriz associada a Q é M =
[

0 1
1 0

]
que tem os valores próprios distintos λ1 = 1,

λ2 = −1. Então

M ′ =
[

1 0
0 −1

]

é uma matriz diagonal semelhante a M (Outra matriz diagonal semelhante a M é a

matriz
[−1 0

0 1

]
). Mas M ′ é a matriz associada à forma quadrática

Q(x′, y′) = (x′)2 − (y′)2.

2. Determinemos qual a base de R2 em que a forma quadrática anterior é a forma
quadrática

Q(x′, y′) = (x′)2 − (y′)2.

Para isso necessitamos de determinar os seus subespaços próprios que são

M1 = 〈(1, 1)〉, M−1 = 〈(−1, 1)〉.

Consideremos

(x′1, y
′
1) =

(
1√
2
, 1√

2

)
vector de M1 de norma 1

(x′2, y
′
2) =

(
− 1√

2
, 1√

2

)
vector de M−1 de norma 1.

Sendo

S−1 =

[
1√
2
− 1√

2
1√
2

1√
2

]
(rotação de θ = π

4 )

então,

(S−1)T MS−1 =
[

1 0
0 −1

]

e uma forma quadrática diagonal de Q é

Q(x′, y′) = x′2 − y′2

na base B =
{(

1√
2
, 1√

2

)
,
(
− 1√

2
, 1√

2

)}
).
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7.2.2 Método para Classificar uma Cónica de R2

Depois de definir cónica de R2, podemos esquematizar o processo que nos permite
classificar as cónicas.

Definição 7.16 Chama-se cónica de R2 ao conjunto de elementos de R2 que satisfazem
uma equação cartesiana da forma

Ax2 + Bxy + Cy2 + Dx + Ey = F

com A,B ou C não nulo.

Uma cónica define, sempre, uma das seguintes figuras geométricas :

1. Circunferência

&%

'$
6

-

r−
r| x2 + y2 = r2 ou

x2

r2
+

y2

r2
= 1

2. Elipse

6

-

b−
a|

x2

a2
+

y2

b2
= 1

3. Hipérbole

6

-

b−
a|

x2

a2
− y2

b2
= 1

136



6

-

b−
a|

x2

a2
− y2

b2
= −1

4. Parábola passando pela origem D > 0

6

-

D

−D

−

−

D| y2 −Dx = 0

6

−D| -

D

−D

−

−

D| y2 + Dx = 0

6

−D| -

D

−D

−

−

D| x2 −Dy = 0

6

−D| -

D

−D

−

−

D| x2 + Dy = 0
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5. Cónicas degeneradas

a) Duas rectas concorrentes ( hipérbole degenerada )

6

−a | ¡
¡

¡

@
@

@

@
@

@

¡
¡

¡

-

b

−b

−

−

a|
x2

a2
− y2

b2
= 0

b) Duas rectas paralelas ( parábola degenerada )

6

− b
a

-
b
a

a2x2 − b2 = 0

c) Uma recta ( parábola degenerada )

6

- x2 = 0

d) Um ponto ( elipse degenerada )

6

•
(0, 0)

- ax2 + by2 = 0, a, b > 0

e) Conjunto vazio ( elipse ou parábola degenerada )

ax2 + by2 + r2 = 0, a, b, r > 0
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A classificação de uma cónica de R2, reduz-se a uma mudança de coordenadas de forma
a que a equação assuma um dos tipos conhecidos. Isto é conseguido,

- por rotação dos eixos ordenados por forma a alinhá-los com os eixos da cónica corre-
spondente (diagonalização da forma quadrática),

- seguida de uma translação destinada a colocar a origem no centro da cónica.

Vejamos os diferentes casos que podem surgir:

1. Se a equação cartesiana for do tipo

Ax2 + Bxy + Cy2 = F.

Neste caso diagonalizamos a forma quadrática Ax2 +Bxy+Cy2, substituimos a forma
quadrática na equação cartesiana inicial e comparamos com as cónicas conhecidas.

Exemplo 7.17 Classifiquemos a equação cartesiana 2x2 + 2
√

2xy + 3y2 = 3.

Primeiro diagonalizemos a forma quadrática 2x2 +2
√

2xy +3y2, cuja matriz associda
é

M =
[

2
√

2√
2 3

]
.

Os valores próprios de M são os números 1 e 4. Pelo que uma forma quadrática
diagonal da anterior é

x2 + 4y2.

Substituindo na equação cartesiana inicial, obtemos a equação

x2 + 4y2 = 3.

Ou seja,
x2

3
+

y2

3
4

= 1,

que é uma elipse.

2. Se a equação cartesiana for do tipo

Ax2 + Cy2 + Dx + Ey = F,

com A 6= 0 e C 6= 0. Neste caso fazendo G = D
2A , H = E

2C e J = F + AG2 + BH2

obtemos a equação
A(x + G)2 + B(y + H)2 = J.

Fazendo a translação de coordenadas x′ = x + G e y′ = y + H, obtemos a equação

A(x′)2 + B(y′)2 = J.

Comparamos com as cónicas conhecidas.
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Exemplo 7.18 Classifiquemos a equação cartesiana 2x2 + y2 + 4x + 5y = −1.

Sendo G = 4
4 = 1, H = 5

2 e J = −1 + 2 + 25
4 = 29

4 vem a equação

2(x + 1)2 +
(

y +
5
2

)2

=
29
4

.

Fazendo a translação x′ = x + 1 e y′ = y + 5
2 , obtemos

2(x′)2 + (y′)2 =
29
4

.

Esta equação é equivalente a
(x′)2

29
8

+
(y′)2

29
4

,

que é uma elipse.

3. Se a equação cartesiana for do tipo

Ax2 + Dx + Ey = F,

com A 6= 0. Neste caso fazendo G = D
2A , e K = F+AG2

E obtemos a equação

A(x + G)2 + E(y −K) = 0.

Fazendo a translação de coordenadas x′ = x + G e y′ = y −K, obtemos a equação

(x′)2 +
E

A
(y′) = 0.

Comparamos com as cónicas conhecidas.

Exemplo 7.19 Classifiquemos a equação cartesiana 2x2 + 4x + 5y = −1.

Sendo G = 4
4 = 1 e K =−1+2

5 = 1
5 = 29

4 vem a equação

2(x + 1)2 + 5
(

y − 1
5

)
= 0.

Fazendo a translação x′ = x + 1 e y′ = y − 1
5 , obtemos

(x′)2 −
(
−5

2

)
y′ = 0,

que é uma parábola.

4. Se a equação cartesiana for do tipo

Cy2 + Dx + Ey = F,

com C 6= 0, o estudo é análogo ao anterior.
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5. Se a equação cartesiana for do tipo

Ax2 + Bxy + Cy2 + Dx + Ey = F,

com A 6= 0, B 6= 0 e C 6= 0 fazemos uma rotação e uma translação de coordenadas.

A rotação de coordenadas faz-se diagonalizando a forma quadrática Ax2 + Bxy +

Cy2, ou seja, se λ1 e λ2 forem os valores próprios de
[

A B
2

B
2 C

]
, obtemos uma equação

cartesiana do tipo
λ1(x′)2 + λ2(y′)2 + D′x′ + E′y′ = F ′

Se fizermos a translação de coordenadas

x′′ = x′ − x0 , y′′ = y′ − y0

onde (x0, y0) são as coordenadas do centro da cónica na base em que a forma quadrática
é diagonal, obtemos uma equação cartesiana

λ1(x′′)2 + λ2(y′′)2 = F ′′.

Exemplo 7.20 Considere a equação cartesiana

2xy + x + y = 0.

No Exemplo 7.15, diagonalizámos a forma quadrática

2xy

e obtivemos a matriz

S−1 =

[
1√
2
− 1√

2
1√
2

1√
2

] (
rotação de θ =

π

4

)

e a forma quadrática diagonal
x′2 − y′2.

De S−1

[
x′

y′

]
=

[
x
y

]
temos que

{
x = 1√

2
(x′ − y′)

y = 1√
2
(x′ + y′).

A equação cartesiana 2xy + x + y = 0, fazendo esta mudança de coordenadas, fica

(x′)2 − (y′)2 +
2√
2
x′ = 0

ou seja,

(x′)2 − (y′)2 +
2√
2
x′ +

1
2
− 1

2
= 0.
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Porque

(x′)2 +
2√
2
x′ +

1
2

= (x′ +
1√
2
)2

vem que (
x′ +

1√
2

)2

− (y′)2 =
1
2
.

Se fizermos a translação de coordenadas

x′′ = x′ +
1√
2
, y′′ = y′

obtemos a equação cartesiana

(x′′)2 − (y′′)2 =
1
2

ou seja,
(x′′)2

1
2

− (y′′)2
1
2

= 1 (equação da hipérbole).

Portanto,
(
− 1√

2
, 0

)
são as coordenadas do centro da hipérbole na base

B = {
(

1√
2
,

1√
2

)
,

(
− 1√

2
,

1√
2

)
},

colunas da matriz S−1.

Esquematicamente: Fazemos o esboço do desenho da hipérbole, ao contrário do estudo
da mesma, ou seja, da última equação para a primeira.

A equação
(x′′)2

1
2

− (y′′)2
1
2

= 1

corresponde ao esboço

6

-| |(
− 1√

2
,0

) (
1√
2
,0

)
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Seguidamente temos a translação de coordenadas e a equação

(
x′ +

1√
2

)2

− (y′)2 =
1
2

que corresponde ao esboço (hipérbole de centro
(
− 1√

2
, 0

)
)

6

-| |(
− 1√

2
,0

) (
1√
2
,0

)

E por último, a rotação dos eixos ordenados de amplitude π
4 , que corresponde à equação

inicial

2xy + x + y = 0

-| |(
− 1√

2
,0

) (
1√
2
,0

)

6
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Caṕıtulo 8

ESPAÇOS VECTORIAIS

Como último caṕıtulo deste manual e a t́ıtulo de resumo, iremos generalizar os conceitos
e resultados que introduzimos para Rn, a outros conjuntos.

8.1 Conceitos principais

Comecemos pela definição que vai uniformizar os conjuntos que podem generalizar Rn.

Definição 8.1 Seja E um conjunto não vazio e K o conjunto dos números reais, R, ou o
conjunto dos números complexos, C. Suponhamos definidas duas operações:

• uma, designada por adição em E, que associa a cada par (u, v) de elementos de E

um, e um só, elemento de E que é representado por u + v;

• outra, designada por multiplicação externa, que a cada α ∈ K e a cada u ∈ E

associa um, e um só, elemento de E que é representado por α.u ou αu.

Dizemos que E, com estas duas operações, é um espaço vectorial sobre K, ou que,
(E, +, .) é um espaço vectorial sobre K, se

1. A adição em E verifica

A1) a operação + é associativa

A2) a operação + é comutativa

A3) existe elemento neutro para a operação +

A4) todo o elemento de E tem oposto para a operação +

2. A multiplicação externa verifica

M1) ∀α ∈ K, ∀u, v ∈ E, α(u + v) = αu + αv
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M2) ∀α, β ∈ K, ∀u ∈ E, (α + β)u = αu + βu

M3) ∀α, β ∈ K, ∀u ∈ E, (αβ)u = α(βu)

M4) ∀u ∈ E, 1.u = u (sendo 1 o número real)

Definição 8.2 Seja (E, +, .) um espaço vectorial sobre K.
Aos elementos de E chamamos vectores.
Aos elementos de K chamamos escalares.
Se K = R, dizemos que E é um espaço vectorial real.
Se K = C, dizemos que E é um espaço vectorial complexo.

Exemplo 8.3 1. Como podemos observar, a definição de espaço vectorial é baseada nas
propriedades das operações em Rn, então Rn é um espaço vectorial real.

2. Uma forma de generalizar Rn é pensarmos no conjunto de todas as sequências infinitas
de números reais, isto é, elementos da forma

(u1, u2, . . . , un, . . .)

em que u1, u2, . . . , un, . . . são números reais. Este conjunto é designado por R∞.

Assim como em Rn, somamos dois elementos desta forma ou multiplicamos um real
por um elemento destes, pelo que podemos afirmar que (R∞, +, .) é um espaço vectorial
real.

3. Designando por Mn×m(R) o conjunto das matrizes de tipo n×m com entradas reais
e considerando a adição de matrizes e o produto de um número real por uma matriz,
podemos dizer que (Mn×m(R), +, .) é um espaço vectorial real.

4. Sendo Rn[x] o conjunto de todos os polinómios na variável x, com coeficientes reais,
de grau menor ou igual a n, com n ∈ N0, isto é,

Rn[x] = {anxn + . . . + a1x + a0 : an, . . . , a1, a0 ∈ R},

e definindo as operações

∀(anxn + . . . + a1x + a0), (bnxn + . . . + b1x + b0) ∈ Rn[x], ∀α ∈ R

(anxn+. . .+a1x+a0)+(bnxn+. . .+b1x+b0) = (an+bn)xn+. . .+(a1+b1)x+(a0+b0)

α(anxn + . . . + a1x + a0) = (αan)xn + . . . + (αa1)x + (αa0)

temos que Rn[x] é um espaço vectorial real.
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5. Sendo R[x] o conjunto de todos os polinómios na variável x, com coeficientes reais
(sem restrição de grau) e com as operações generalizadas de Rn[x], então, (R[x], +, .)
é um espaço vectorial real.

Todos os exemplos anteriores, alterando em cada caso o conjunto E e/ou o conjunto K,
dão origem a outros espaços vectoriais:

6. (Cn,+, .) é um espaço vectorial real.

7. (C∞,+, .) é um espaço vectorial real.

8. (Mn×m(C), +, .) é um espaço vectorial real.

9. (Cn[x], +, .) é um espaço vectorial real.

10. (C[x], +, .) é um espaço vectorial real.

Mas também,

11. (Cn,+, .) é um espaço vectorial complexo.

12. (C∞,+, .) é um espaço vectorial complexo.

13. (Mn×m(C), +, .) é um espaço vectorial complexo.

14. (Cn[x], +, .) é um espaço vectorial complexo.

15. (C[x], +, .) é um espaço vectorial complexo.

O que não é verdade é que algum dos espaços vectoriais reais 1. a 5., seja um espaço
vectorial complexo.

Por exemplo, em 1., com n = 3, temos (1, 2,−1) ∈ R3 e i ∈ C mas

i(1, 2,−1) = (i, 2i,−i) /∈ R3,

isto é, R3 não é “fechado”para a multiplicação de um número complexo (que não é real) por
um vector de R3.

Teorema 8.4 Sejam (E,+, .) um espaço vectorial sobre K, u, v ∈ E e α ∈ K. Então:

1. α0E = 0E;

2. 0Ku = 0E;

3. (−α)u = α(−u) = −(αu);

4. αu = 0E ⇒ α = 0K ou u = 0E.
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Demonstração

1. Temos, por M1), α0E = α(0E + 0E) = α0E + α0E . Então, 0E = α0E − α0E =
α0E + α0E − α0E = α0E .

3. Vejamos que (−α)u = −(αu).

Porque, por M2), (−α)u + αu = (−α + α)u = 0Ku = 0E , então temos o resultado.

4. Vejamos que se αu = 0E , então α = 0K ou α 6= 0K.

Se α = 0K, temos o resultado.

Se α 6= 0K, então existe α−1 e

α−1(αu) = α−10E = 0E .

Por M3), α−1(αu) = (α−1α)u = 1u = u, por M4).

Donde, u = 0E . 2

Definição 8.5 Se W é um subconjunto não vazio de um espaço vectorial E sobre K e se
W , com as duas operações definidas em E, é um espaço vectorial sobre K, dizemos que W

é um subespaço vectorial de E, ou simplesmente, um subespaço de E.

Observação Repare que as propriedades A1) a A4) e M1) a M4) não dependem de W ,
então podemos estabelecer o próximo resultado.

Teorema 8.6 Sejam (E,+, .) um espaço vectorial sobre K e W um subconjunto não vazio
de E. Então, W é subespaço de E se, e só se,

1. ∀u, v ∈ W , u + v ∈ W

2. ∀α ∈ K, ∀u ∈ W , αu ∈ W .

Exemplo 8.7 1. (Rn, +, .) é um subespaço do espaço vectorial de real (Cn, +, .).

2. (Rn, +, .) não é um subespaço do espaço vectorial de complexo (Cn,+, .) (a condição
2. do Teorema 8.6 não se verifica).

Observação As definições de combinação linear, independência linear, conjunto gerador
e base são análogas às dadas em Rn. Assim como o processo de resolução de sistemas de
equações lineares com coeficientes em C é análogo ao dado quando os coeficientes eram em
R.
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Exemplo 8.8 1. As matrizes

E1 =
[

1 0
0 0

]
, E2 =

[
0 1
0 0

]
, E3 =

[
0 0
1 0

]
, E4 =

[
0 0
0 1

]

formam uma base do espaço vectorial real M2×2(R) (chamada base canónica de M2×2(R)),
pois qualquer matriz de M2×2(R)

[
a b
c d

]
= aE1 + bE2 + cE3 + dE4

e se

α1E1 + α2E2 + α3E3 + α4E4 =
[

0 0
0 0

]
,

usando a igualdade de matrizes, temos que, α1 = α2 = α3 = α4 = 0.

Então, dimM2×2(R) = 4 e M2×2(R) = 〈E1, E2, E3, E4〉.

2. O espaço vectorial real R2[x] é gerado pelos polinómios

x2, x, 1

(estes três polinómios formam a base canónica de R2[x]), pois qualquer polinómio de
R2[x] é da forma

a2x
2 + a1x + a0.1

(escreve-se como combinação linear de x2, x, 1).

Se α2x
2 + α1x + α0.1 = 0 = 0x2 + 0x + 0.1, então

α2 = α1 = α0 = 0.

Assim, R2[x] = 〈x2, x, 1〉 e dimR2[x] = 3.

3. O espaço vectorial complexo C2 é gerado pelos vectores

e1 = (1, 0), e2 = (0, 1)

pois qualquer vector de C2

(a1 + b1i, a2 + b2i) = (a1 + b1i)(1, 0) + (a2 + b2i)(0, 1)

(é combinação linear de e1 e e2).

Se α1(1, 0) + α2(0, 1) = (0, 0) então (α1, α2) = (0, 0) e α1 = α2 = 0.

Neste caso, C2 = 〈(1, 0), (0, 1)〉 e dimC2 = 2.

4. Vejamos agora C2 como espaço vectorial real.

Neste caso, C2 é gerado pelos vectores

v1 = (1, 0), v2 = (i, 0), v3 = (0, 1), v4 = (0, i)
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pois
(a1 + b1i, a2 + b2i) = a1v1 + b1v2 + a2v3 + b2v4.

Se α1v1 + α2v2 + α3v3 + α4v4 = (0, 0), então

(α1 + α2i, α3 + α4i) = (0, 0) = (0 + 0i, 0 + 0i).

Porque α1, α2, α3, α4 são reais, então α1 = α2 = α3 = α4 = 0.

Donde,

C2 = 〈(1, 0), (i, 0), (0, 1), (0, i)〉 e dimC2 = 4.

Observação A respeito da dimensão de um espaço vectorial, ter sempre presente que:

Definição 8.9 Um espaço vectorial E é de dimensão finita se tem uma base com um
número finito de vectores e é de dimensão infinita caso contrário.

Exemplo 8.10 O espaço vectorial R[x] é de dimensão infinita. Vejamos como se demons-
tra esta afirmação.

Se R[x] fosse de dimensão finita, existia uma base B de R[x] com um número finito de
polinómios. Seja n o maior grau dos polinómios de B. Então, xn+1 /∈ B e não se escreve
como combinação linear dos elementos de B. No entanto, xn+1 ∈ R[x]. 2

Os resultados de Rn que envolvem a sua dimensão, são válidos para espaços vectoriais
de dimensão finita. Por exemplo:

Teorema 8.11 Todas as bases de um espaço vectorial de dimensão finita têm o mesmo
número de vectores.

8.2 Aplicações Lineares

As definições e os resultados apresentados no caṕıtulo 5 (Aplicações Lineares) podem
ser aplicados a um espaço vectorial arbitrário. No entanto, temos que ter em atenção que
sempre que estejam presentes dois espaços vectoriais, eles têm que ser espaços vectoriais
sobre o mesmo conjunto K. Por exemplo:

Definição 8.12 Sejam E e E′ dois espaços vectoriais sobre o mesmo conjunto K e
f : E −→ E′ uma aplicação. Então, f diz-se aplicação linear se
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1. ∀α ∈ K, ∀u ∈ E, f(αu) = αf(u);

2. ∀u, u′ ∈ E, f(u + u′) = f(u) + f(u′).

Definição 8.13 Sejam E e E′ dois espaços vectoriais sobre o mesmo conjunto K e
f : E −→ E′ uma aplicação linear. Dizemos que E é isomorfo a E′ se f é bijectiva.

Observação Se E é isomorfo a E′, então existe uma aplicação f : E −→ E′, linear e
bijectiva. Mas atendendo à Proposição 5.24,

f−1 : E′ −→ E

é aplicação linear e bijectiva. Então, E′ é isomorfo a E. Portanto, podemos dizer simples-
mente que E e E′ são isomorfos e denotamos este facto por E ∼= E′.

Exemplo 8.14 Seja
f : R2[x] −→ R3

a2x
2 + a1x + a0 7−→ (a2, a1, a0).

Facilmente se prova que f é aplicação linear bijectiva. Então R2[x] ∼= R3.

Teorema 8.15 Qualquer espaço vectorial real de dimensão n é isomorfo a Rn.

Demonstração Seja E um espaço vectorial real de dimensão n e seja B = {v1, v2, . . . , vn}
uma sua base.

Porque cada vector u de E se escreve, de uma única forma, como combinação linear dos
vectores de B, então existem reais α1, α2, . . . , αn tais que

u = α1v1 + α2v2 + . . . + αnvn.

Portanto, podemos construir a aplicação

f : E −→ Rn

u = α1v1 + . . . + αnvn 7−→ (α1, . . . , αn).

Para mostrarmos que E ∼= Rn, teremos de mostrar que

1. f é linear (exerćıcio)

2. f é injectiva

3. f é sobrejectiva.
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Vejamos então:
2. Sejam u = α1v1 + . . . + αnvn e u′ = β1v1 + . . . + βnvn dois vectores de E tais que

f(u) = f(u′).
Então, (α1, . . . , αn) = (β1, . . . , βn), ou seja,

α1 = β1, . . . , αn = βn

e u = u′. Portanto, f é injectiva.
3. Seja (α1, . . . , αn) ∈ Rn. Porque E é um espaço vectorial real e B é uma base de E, o

vector
u = α1v1 + . . . + αnvn

pertence a E. Por definição, f(u) = (α1, . . . , αn). Logo, f é sobrejectiva. 2

Este Teorema afirma que dado um espaço vectorial real de dimensão n, podemos pensar
nele como se fosse o espaço vectorial Rn e tirar todas as conclusões.

Exemplo 8.16 Seja

f : M2×2(R) −→ R4[x][
a b
c d

]
7−→ (a + d)x4 + (c− a)x3 + bx.

Porque
M2×2(R) ∼= R4

Ei 7−→ ei

e
R4[x] ∼= R5

xi 7−→ e5−i

(Exemplo 8.8.1) podemos pensar na aplicação

g : R4 −→ R5

(a, b, c, d) 7−→ (a + d, c− a, 0, b, 0).

Porque g é linear, então f é linear.

Nuc g = {(a, b, c, d) ∈ R4 : g(a, b, c, d) = (0, 0, 0, 0, 0)}
= {(a, b, c, d) ∈ R4 : (a + d, c− a, 0, b, 0) = (0, 0, 0, 0, 0)}
= {(a, b, c, d) ∈ R4 : a = −d, c = a, b = 0}
= {(a, 0, a,−a) : a ∈ R} = 〈(1, 0, 1,−1)〉

então,

Nuc f =
〈[

1 0
1 −1

]〉
.

Temos também, pela Proposição 5.19,

Im g = 〈g(1, 0, 0, 0), g(0, 1, 0, 0), g(0, 0, 1, 0), g(0, 0, 0, 1)〉 =
= 〈(1,−1, 0, 0, 0), (0, 0, 0, 1, 0), (0, 1, 0, 0, 0), (1, 0, 0, 0, 0)〉
= 〈(0, 0, 0, 1, 0), (0, 1, 0, 0, 0), (1, 0, 0, 0, 0)〉
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pois (1,−1, 0, 0, 0) = 1.(1, 0, 0, 0, 0)− 1.(0, 1, 0, 0, 0), então

Im f = 〈x, x3, x4〉.

Observação Como já vimos, o espaço vectorial real (C2, +, .) tem dimensão 4. Então
pelo Teorema anterior,

C2 ∼= R4.
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Caṕıtulo 9

APÊNDICE

9.1 Outra Aplicação dos Sistemas: Análise de Redes

Rede é um conjunto de arcos ao longo dos quais “flui”alguma coisa. Por exemplo, arcos
podem ser canos onde flui água, ruas de uma cidade onde flui o trânsito, fios eléctricos
onde flui corrente eléctrica,... Estes arcos, na maioria das redes, encontram-se em pontos
denominados vértices. Por exemplo, numa rede de canos de água, os vértices ocorrem
quando se juntam três ou mais canos, na rede de trânsito, ocorrem quando há cruzamentos
e na rede eléctrica quando se juntam três ou mais fios.

A maioria das redes tem três propriedades básicas:

1. O fluxo num arco não pode mudar de sentido.

2. A taxa de fluxo que termina num vértice é igual à que sai do vértice.

3. A taxa de fluxo que sai da rede é igual à que entra na rede, sendo a taxa de fluxo de
um arco uma medida numérica.

Exemplo 9.1 Consideremos a seguinte rede de canos de água

15• - 25• --5
@

@
@

•
20

R1010ª¡
¡

¡

?
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onde a medida dos arcos é em litros por minuto. Esta rede tem 3 vértices. A taxa de fluxo
que entra na rede é 20 + 5 = 25 e a que sai da rede é 25.

Exemplo 9.2 A seguinte figura representa uma rede de trânsito com indicação de algumas
taxas de fluxo nos arcos. Vamos encontrar as outras taxas de fluxo nos arcos e o sentido
desse fluxo nos arcos.

5• - 50• -¾10
@

@
@

•
20

¡
¡

¡

?

¡
¡

¡

•
60

µ 20@
@

@

6

Vamos escolher sentidos arbitrários para os arcos que não o têm. Se não estiver bem
escolhido o sentido, o seu valor virá negativo.

5•
D

- 50•
B

-¾10
@

@
@

•A
20

Rx2x1ª¡
¡

¡

?

¡
¡

¡

•
C

60

µ 20x3
ª
@

@
@

6

Como, nos vértices a taxa de fluxo que termina em cada um é igual à que começa, temos

20 = x1 + x2 (vértice A)

x1 + 20 = 50 + 5 (vértice B)

x3 + 60 = 20 (vértice C)

5 + x2 = 30 + x3 (vértice D)

Estas condições produzem o sistema
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x1 +x2 = 20
x1 = 35

x3 = −40
x2 −x3 = 25.

A solução do sistema é x1 = 35, x2 = −15, x3 = −40, ou seja, os sentidos de x2 e x3

estão incorrectos.

9.2 Produto Interno de Vectores

Nesta secção vamos rever alguns conceitos relacionados com o produto interno.

Definição 9.3 Sejam u um vector de R2 ou de R3. Designa-se ||u|| o comprimento do
vector u.

Definição 9.4 Sejam u e v dois vectores não nulos de R2 ou de R3. Designa-se por ângulo
formado pelos vectores u e v e denota-se por ˆ(u, v), ao menor ângulo formado pelos dois
vectores.

Observação O ângulo formado por dois vectores é sempre menor ou igual a π.

Definição 9.5 O produto interno de dois vectores não nulos de R3, u e v, do plano ou do
espaço, representa-se por u|v e é dado pelo número real

u|v = ||u|| ||v|| cos ˆ(u, v).

Se u ou v é o vector nulo então u|v = 0.

Proposição 9.6 Sejam u, v e w vectores do plano ou do espaço e k ∈ R. Tem-se então:

(a) u|v = v|u,

(b) (u + v)|w = (u|w) + (v|w),

(c) (ku)|v = k(u|v) = u|(kv),

(d) u|u ≥ 0 e u|u = 0 se e só se u é o vector nulo.
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Sejam e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0) e e3 = (0, 0, 1) os vectores canónicos de R3. Pelas
propriedades do produto interno, se i, j ∈ {1, 2, 3} e i 6= j,

ei|ei = 1

e
ei|ej = 0.

Sejam u = (a1, a2, a3) e v = (b1, b2, b3) temos

u|v = (a1, a2, a3)|(b1, b2, b3)
= (a1e1 + a2e2 + a3e3)|(b1e1 + b2e2 + b3e3)
= (a1e1|b1e1) + (a1e1|b2e2) + (a1e1|b3e3)
+ (a2e2|b1e1) + (a2e2|b2e2) + (a2e2|b3e3)
+ (a3e3|b1e1) + (a3e3|b2e2) + (a3e3|b3e3)
= a1b1(e1|e1) + a1b2(e1|e2) + a1b3(e1|e3)
+ a2b1(e2|e1) + a2b2(e2|e2) + a2b3(e2|e3)
+ a3b1(e3|e1) + a3b2(e3|e2) + a3b3(e3|e3)
= a1b1 + a2b2 + a3b3.

O mesmo acontece se os vectores u = (a1, a2) e v = (b1, b2) pertencerem a R2. Pelo que
temos,

u|v = a1b1 + a2b2.

Daqui vem que
||u|| =

√
u|u.

Exemplo 9.7 Sendo u = (3, 4, 2) e v = (0, 1,−2) então

u|v = 0 + 4− 4 = 0

e
||v|| = √

1 + 4 =
√

5.

9.3 Outros Exemplos de Aplicações Lineares de R2 em R2

No caṕıtulo 5, vimos um exemplo de aplicação linear de R2 em R2, aqui vamos ver outros
exemplos.

9.3.1 Reflexões através de rectas que passam pela origem

Consideremos a aplicação
f : R2 −→ R2

que reflecte cada vector de R2, através de uma recta que passa pela origem e faz um ângulo
de amplitude θ com o eixo dos xx positivo.
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Facilmente se prova que f é aplicação linear. Se designarmos por Hθ a matriz canónica
desta aplicação, vem que

f(e1) = f(1, 0) = (cos 2θ, sen 2θ)

f(e2) = f(0, 1) =
(
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(π
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− 2θ
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pelo que

Hθ =
[

cos 2θ sen 2θ
sen 2θ −cos 2θ

]
.

Exemplo 9.8 Se for a reflexão no eixo dos yy, então θ = π
2 ,

Hπ
2

=
[−1 0

0 1

]

e

f : R2 −→ R2
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(x1, x2) 7→ (−x1, x2)

A reflexão no eixo dos yy da figura T
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@ @

f(T )

y

x

9.3.2 Compressões e Expansões Horizontais e Verticais em R2

Sendo
f : R2 −→ R2

a aplicação linear definida por
f(x1, x2) = (kx1, x2)

com k ∈ R+
0 \ {1}, dizemos que,

• f é uma compressão na direcção de x, de razão k, no plano xy, se 0 ≤ k < 1.

• f é uma expansão na direcção de x, de razão k, no plano xy, se k > 1.

Estas são as compressões e as expansões horizontais.

Se
f(x1, x2) = (x1, kx2)

com k ∈ R+
0 \ {1}, dizemos que,

• f é uma compressão na direcção de y, de razão k, no plano xy, se 0 ≤ k < 1.

• f é uma expansão na direcção de y, de razão k, no plano xy, se k > 1.
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Estas são as compressões e as expansões verticais.

A matriz canónica de f é

•
Mf =

[
k 0
0 1

]
,

se f é uma compressão ou uma expansão horizontal.

•
Mf =

[
1 0
0 k

]
,

se f é uma compressão ou uma expansão vertical.

Observação No caso de k = 1, teriamos a aplicação linear

f(x1, x2) = (x1, x2)

que tem como matriz canónica

Mf =
[

1 0
0 1

]
,

ou seja, estamos perante uma rotação em torno da origem com um ângulo de amplitude 0.

Exemplo 9.9 Sendo f(x1, x2) = (2x1, x2), então f é uma expansão horizontal de razão 2
e a imagem de T
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9.3.3 Alongamentos

Sendo
f : R2 −→ R2

a aplicação linear definida por

f(x1, x2) = (x1 + kx2, x2)

com k ∈ R, esta aplicação translada um ponto (x1, x2), do plano xy, paralelamente ao eixo
dos xx, por uma quantidade kx2. Dizemos que, f é um alongamento na direcção de x, de
razão k.

Se
f(x1, x2) = (x1, kx1 + x2)

com k ∈ R, esta aplicação translada um ponto (x1, x2), do plano xy, paralelamente ao eixo
dos yy, por uma quantidade kx1. Dizemos que, f é um alongamento na direcção de y, de
razão k.

A matriz canónica de f é

•
Mf =

[
1 k
0 1

]
,

se f é um alongamento na direcção de x.

•
Mf =

[
1 0
k 1

]
,

se f é um alongamento na direcção de y.

Exemplo 9.10 Sendo f(x1, x2) = (x1 + x2, x2), então f é um alongamento na direcção de
x e

Mf =
[

1 1
0 1

]
.

A imagem de T
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através de f é a figura
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9.4 Composição de Aplicações e Matrizes Elementares

Se uma matriz é invert́ıvel então pode escrever-se como produto de matrizes elementares
(Teorema 2.40). Repare que as matrizes elementares de ordem 2 são:

1. [
k 0
0 1

]

com k > 0, k 6= 1, que corresponde a uma compressão ou a uma expansão horizontal.

2. [
1 0
0 k

]

com k > 0, k 6= 1, que corresponde a uma compressão ou a uma expansão vertical.

3. [−1 0
0 1

]

que corresponde a uma reflexão no eixo dos yy.

4. [
1 0
0 −1

]

que corresponde a uma reflexão no eixo dos xx.

5. [
k 0
0 1

]

com k < 0, k 6= −1, que corresponde a
[−1 0

0 1

] [−k 0
0 1

]
, em que −k > 0 e −k 6= 1, ou

seja, uma compressão ou a uma expansão horizontal seguida de uma reflexão no eixo
dos yy.
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6. [
1 0
0 k

]

com k < 0, k 6= −1, que corresponde a
[

1 0
0 −1

] [
1 0
0 −k

]
, em que −k > 0 e −k 6= 1,

ou seja, uma compressão ou a uma expansão vertical seguida de uma reflexão no eixo
dos xx.

7. [
0 1
1 0

]

que corresponde a uma reflexão através da recta y = x.

8. [
1 k
0 1

]

que corresponde a um alongamento na direcção de x, de razão k.

9. [
1 0
k 1

]

que corresponde a um alongamento na direcção de y, de razão k.

Assim:

Proposição 9.11 Se A for uma matriz de ordem 2 invert́ıvel, então a aplicação linear
f : R2 −→ R2, cuja matriz canónica é A, é uma composição de alongamentos, compressões
e expansões nas direcções dos eixos ordenados e reflexões nos eixos ordenados e através da
recta y = x.

Exemplo 9.12 A matriz A =
[

1 2
−1 3

]
é invert́ıvel pois det A = 3 + 2 = 5 6= 0.

Para obtermos a forma de escada reduzida de A teremos de efectuar as transformações
elementares

[
1 2
−1 3

] −→
l2 → (l2 + l1)

[
1 2
0 5

] −→
l2 → 1

5 l2

[
1 2
0 1

] −→
l1 → (l1 − 2l2)

[
1 0
0 1

]

que corresponde às matrizes elementares

E1 =
[

1 0
1 1

]
, E2 =

[
1 0
0 1

5

]
, E3 =

[
1 −2
0 1

]
.

Então,

A = E−1
1 E−1

2 E−1
3 =

[
1 0
−1 1

] [
1 0
0 5

] [
1 2
0 1

]
.
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Se f : R2 −→ R2 for a aplicação linear cuja matriz canónica é A, então

A

[
x1

x2

]
=

[
1 2
−1 3

] [
x1

x2

]
=

[
x1 + 2x2

−x1 + 3x2

]

isto é, f(x1, x2) = (x1 + 2x2,−x1 + 3x2).
Usando a Proposição 9.11, f é uma composição de aplicações que resulta de efectuar um

alongamento na direcção de x, de razão 2, uma expansão na direcção de y, de razão 5 e um
alongamento na direcção de y, de razão −1.

(ATENÇÃO: a composição de aplicações lê-se da direita para a esquerda.)
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