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Motivacdo
Exemplos: autématos especiais
Estados notaveis

Nog¢des preliminares Gteis
Minimizag¢3o de autématos

Autématos diferentes reconhecem a mesma linguagem
Exemplo: palavras sobre {0,1} que comecam e acabam em 0

LY (ue{0,1}* |u=0Vv@v.ve{0,1}*Au=0v0)}
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Motivacdo
Exemplos: autématos especiais
Estados notaveis

Nog¢des preliminares Gteis
Minimizag¢3o de autématos

Autématos Equivalentes

» O que pode fazer um autémato?
O conjunto das suas computa¢des (palavras aceites) é a sua
linguagem (reconhecida).

» Dois autématos que reconhecem a mesma linguagem dizem-se
equivalentes.

» Para dada linguagem regular existe uma infinidade de
autématos que a reconhecem a mesma linguagem.

» Dados 2 autématos sintaticamente diferentes, como ver que
sdo equivalentes?
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Motivacdo
Exemplos: autématos especiais
Estados notaveis

Nog¢des preliminares Gteis
Minimizag¢3o de autématos

Automatos Especiais

autémato vacuoso: tem linguagem vazia
O autémato vacuoso candnico sobre o alfabeto X é ({1},X,0,1,0).

autémato trivial

» Um autémato sobre o alfabeto X cuja linguagem seja ©*
diz-se trivial.

» O autémato trivial canénico sobre o alfabeto ¥ é
{1}, X,{(1,a)—1|acx}, 1,{1}).

» Para dado X, nem o autémato vacuoso nem o trivial s3o
(nicos.

» Os canénicos sdo os “optimizados” - tém menos estados e/ou
menos transi¢cdes.
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Nog¢des preliminares Gteis
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Questdes relevantes

» Como verificar se dois autématos sobre dado ¥ sio
equivalentes.
E necessario ver se aceitam a mesma linguagem — é um
problema algoritmico (veremos uma solug&o).

» Dado um autémato:

P existe sempre um autémato “minimo” equivalente ao original?
» se sim, existe algoritmo para obter esse autémato “minimo’™?
» e 0 autémato “minimo” é Gnico?

Estas 3 altimas questdes tém todas resposta positival

Minimizacdo de um autémato requer:

» eliminar estados indteis;

» “fundir’ estados equivalentes.
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Estados notaveis

Nog¢des preliminares Gteis
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Estados Notaveis

Considere um autémato D = (S, X, 4, s, F).
Estados produtivos, acessiveis e uteis
» Um estado t € S diz-se acessivel, se existe w € £* tal que
0 (s,w) =t
Um estado é acessivel se & alcancavel do estado inicial.

» Um estado t € S diz-se produtivo, se existe w € L* tal que
0 (t,w) € F
Um estado & produtivo se dele se alcanca um estado final.

» Um estado t € S diz-se dtil, se é acessivel e produtivo.
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Estados Equivalentes

Minimizacdo de um autémato

» Eliminar estados indteis:
Retirando a um autémato todos os estados indteis e as
transicdes de e a partir deles, obtém-se um autémato
equivalente (se o autémato é vacuoso, deve manter-se o
estado inicial).

» “Fundir’ estados equivalentes: como determinar que dois
estados s3o equivalentes?
Intuitivamente, se permitem “executar’ as mesmas palavras.

Considere um autémato D = (5,%,4,s, F).
» Os estados u e v dizem-se equivalentes, se para qualquer
w € X* se tem 0*(u,w) € F se e sé se 6*(v,w) € F
» Estados ndo equivalentes dizem-se distinguiveis.
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Eliminac3o de estados equivalentes
Procura de estados distinguiveis
Exemplos de aplicagdo de APED

Nogdes preliminares ateis
Minimizac3o de autématos

Eliminacdo de Estados Equivalentes

Considere um autémato D = (5, %, 4, s, F) e dois estados u e v
distintos mas equivalentes, sendo u # s.

O autémato D' = (S’ %, ¢, s, F') é equivalente a D, se:
> 5 =S\ {u}
> Y CS xY— S com
> §'(r,a)=v,sed(r,a)=u

> §'(r,a) =4(r,a), se 6(r,a) € S’
> §'(r,a)=1,sed(r,a)=_L

> F'=F\{u}
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Exemplo de Eliminacdo de Estados Equivalentes

Considere o seguinte autémato em que 1 e 2 sdo equivalentes.

@ Palavras aceites pelo estado 1:
a

(b(a+ b))*
start — B Palavras aceites pelo estado 2:

(b(b + )"

b
S30 equivalentes!

A eliminac3o do estado 2 gera o seguinte autémato equivalente:

a,b - .
Apaga-se a transicdo que sai de
start H@_\ 2 e redirecciona-se para 1 a que
b entra em 2.
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Estados Distinguiveis

Propriedades
Considere um autémato D = (5,%,4,s, F) e dois estados u e v de
D. Estes estados sdo distinguiveis, se:
» u€e Fev¢ F— apalavra vazia basta para ver que n3o sdo
equivalentes

» u é produtivo mas v n3o — existe uma palavra que leva de u
a um estado final mas n3o leva de v a um estado final

> existe um a € X tal que §(u,a) = r e r & produtivo, mas
d(v, a) ndo esta definido — u & produtivo mas v ndo

> existe um a € ¥ tal que d(u,a) =r e d(v,a) =1t, sendoret
distinguiveis — se existe w € £* tal que
d*(r,w) € F mas 6*(t,w) ¢ F (ou vice-versa) entdo
0*(u,aw) € F mas §*(v,aw) ¢ F (ou vice-versa)
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Procura de Estados Distinguiveis

» O algoritmo anterior (de eliminagdo de estados equivalentes)
usa-se quando ja se identificaram estados equivalentes.

» Mas dado um autémato D = (S, %, 4, s, F), como identificar
que estados sdo equivalentes?

» Como a definicdo de estados equivalentes usa uma
quantificacdo universal, € mais facil identificar estados
distinguiveis (basta encontrar uma palavra que os distinga).

» Procede-se entdo em duas fases:

» Primeiro encontra-se o conjunto Dist C S x S dos pares de
estados distinguiveis;
» Para cada (u,v) € (§ x S)\ Dist, elimina-se v.
Este algoritmo produz um autémato equivalente ao dado, que é
minimo (os conjuntos de estados e de transi¢des sdo minimos).
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Algoritmo de Procura de Estados Distinguiveis

Dado um autémato D = (S, X%, 4, s, F), pretende-se encontrar o
conjunto Dist C S x S dos pares de estados distinguiveis.
Constroi-se Dist C S x S iterativamente

» Primeiro colocam-se em Dist os pares que t&m um estado final
e outro no final: Dist & {(u,v)eSxS|lueFAVv¢F}

» Colocam-se depois os pares que tém um estado com uma
transicdo por dada accdo e outro que nio tem transicio por
essa accao:

. def .
Dist © Dist U {(u,v) € S x S| 3Ja.d(u,a) € SAI(v,a) =L}
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Algoritmo de Procura de Estados Distinguiveis, APED

Passo iterativo
Para cada par (u, v) € Dist, colocam-se os pares que levam a (u, v)
por uma transi¢do por dada ac¢do a: seja 0(r,a) = u e 6(t,a) = v.

Dist U{(r,t) € Sx S| (r,t) ¢ Dist A3a.(§(r,a),d(t,a)) € Dist}

O conjunto Dist C S x S dos pares de estados distinguiveis é
calculado pelo algoritmo APED:

1% {(u,v)eSxS|ueFAv¢F}
U {(u,v)eSxS]|3Jad(u,a)e SAd(v,a)=1}

A {(uv) € Sx S| (uv) ¢ 1 A3a(3(u,2).5(v,a)) € I}
Dist " APED(D, I U A)
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Algoritmo de Procura de Estados Distinguiveis, APED

Define-se entdo o algoritmo APED de calculo de Dist como uma
func3o recursiva.

APED C DFA x p(S x S) = (S x S)
APED(D,PUQ) =PUQ.,se PUR=5xSV Q=10
APED(D,PUQ) = APED(D,PUQUR), caso contrario

sendo

RE f(uv)eSxS|(uv)gP A 3a(s(u,a),6(v,a) € Q}
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Exemplo: minimizacdo do autémato D pelo APED

1. Retira-se primeiro o
estado 3, que é inatil.

2. Define-se depois o
conjunto dos pares de
estados final / nio final.

3. Termina-se a
inicializagdo com o

c conjunto dos pares de

b estados em que um faz

dada ac¢do mas o outro

nao.

start —

Anténio Ravara Teoria da Computagio
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Exemplo: estados distinguiveis de D

Inicializacdo
1. Define-se o conjunto dos pares de estados final / n3o final:

h = {(0,4), (1,4),(2,4), (0,5), (L.5), (2,5)}

2. Termina-se a inicializacdo com o conjunto dos pares de estados
em que um faz dada ac¢do mas o outro n3o:

def
12 é {(07 1)7 (07 2)}
Tem-se entdo Dist = L U b.
Passo
Juntam-se novos pares que levem pela mesma accdo a pares ja em
Dist — n3o hal
Logo, Dist = {(0,1),(0,2),(0,4),(0,5),(1,4),(1,5),(2,4),(2,5)}.
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O exemplo, numa tabela

1. Desenha-se uma matriz em que as linhas e as colunas tém os
nomes dos estados a determinar se sdo distinguiveis (note-se
que qualquer estado é equivalente a si mesmo).

2. Em cada passo do algoritmo assinalam-se na tabela os pares
que se determinam distinguiveis.

0124
1| x
2| x
4 | x| x|x
51 x| x| x

Conclui-se que os estados 1 e 2 sio equivalentes e que 4 e 5
também.
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O exemplo, antes e ap6s a minimizacdo

| % a b
a,b
2 )(s) b

Teoria da Computacio




Nogdes preliminares ateis
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Eliminagdo de estados equivalentes
Procura de estados distinguiveis
Exemplos de aplicagdo de APED

Outro exemplo de aplicacdo de APED

1
start *>
1
0 0 1 0 0

1
1. Note-se que o autémato
ndo tem estados indteis.

2. Determina-se pelo APED se
tem estados equivalentes.

Anténio Ravara

Execucio do APED.

1. Inicializagdo:
h = {(01,00), (01, 10), (01,11)}

I = () porque § € uma
funcdo total.
Faz-se entdo Dist def Ii.
2. Determina-se pelo APED se
tem estados equivalentes.
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Outro exemplo de aplicacdo de APED: passo do algoritmo
00 |10 | 11

Da inicializacdo do APED obteve-se

10
11
01| x X X

1. Toma-se (00,01) € Dist
1.1 existe (x,y) tal que d(x,0) =00 e (y,0) = 017
Sim: (x,y) = (10,11). Logo, acrescenta-se (10,11) a Dist.
1.2 existe (x,y) tal que 6(x,1) =00 e §(y,1) = 017
Sim: (x, y) = (01,00). Como (01,00) = (00,01) e
(00,01) € Dist, ndo se altera Dist.
2. Toma-se (10,01) € Dist
2.1 existe (x, y) tal que 6(x,0) =10 e 6(y,0) = 017
Sim: (x,y) = (00,11). Logo, acrescenta-se (00, 11) a Dist.
2.2 existe (x, y) tal que 6(x,1) =10 e 6(y,1) = 017
Sim: (x,y) = (11,00). Como (11,00) = (00,11) e
(00,11) € Dist, n3o se altera Dist.
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Exemplo de aplicacdo de APED: ainda o passo do algoritmo

00| 10 | 11

10
11

Dos passos anteriores do APED obteve-se T
01| x | x | x

Toma-se (11,01) € Dist
1. existe (x,y) tal que 6(x,0) =11 e §(y,0) = 017
Sim: (x,y) = (01,11). Como (01,11) = (11,01) e
(11,01) € Dist, ndo se altera Dist.
2. existe (x, y) tal que §(x,1) =11 e o(y,1) =017
Sim: (x,y) = (10,00). Logo, acrescenta-se (10,00) a Dist.

Como Dist = 52, termina-se a execucdo do APED, concluindo que
todos os estados s3o distinguiveis — o DFA ja € minimo.
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