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Estatistica

m Populacao: conjunto de elementos sobre o qual incide o estudo
estatistico;

m Caracteristica Estatistica ou Atributo: caracteristica que se ob-
serva nos elementos da populacdo;

m Parametro: caracteristica numérica da populacao;

m Amostra: subconjunto da populacdo;

Observacoes:
m Numa populacao podemos ter mais que uma caracteristica estatistica;

m Quando estamos interessados apenas numa caracteristica, podemos dizer
que a populacao consiste na totalidade das observacdes.

m Muitas vezes é impossivel ou impraticdvel observar toda a popula¢ao!
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Estatistica

m Estatistica Descritiva: Sumaria e descreve os aspetos relevantes de
um conjunto de dados. Os dados s3o tratados com recurso a tabelas,
graficos e indicadores numéricos.

m Inferéncia Estatistica (ou Estatistica Indutiva): permite-nos ob-
ter conclusdes para a populacdo, a partir do estudo de uma amostra.

Population

( )

Sampling Inference
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Estatistica

Alguns métodos graficos que nos permitem analisar a forma da
distribuicao da populacao

Exemplo: os seguintes dados representam o nivel de octanas de diversas
misturas de gasolina (Snee, 1977):

885 947 843 90.1 89.0 89.8 91.6 90.3 90.0 915 89.9 98.8 883 90.4 91.2 90.6 92.2
87.7 91.1 86.7 934 96.1 89.6 90.4 916 90.7 886 883 942 853 90.1 89.3 91.1 922
83.4 910 882 885 933 874 91.1 9051003 87.6 927 879 93.0 944 904 912 86.7
942 90.8 90.1 91.8 884 926 93.7 965 843 932 886 887 927 893 910 875 87.8
88.3 89.2 923 889 89.8 927 933 86.7 91.0 909 89.9 91.8 89.7 92.2

Histograma Estimador da densidade Diagrama de Extremos e Quartis

Nota: estes gréficos podem ser feitos numa folha de célculo ou na linguagem de programagdo R.
2R. D. Snee (1977). Validation of Regression Models: Methods and Examples,
Technometrics, Vol. 19, No. 4, 415-428.
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Estatistica

Definicdo (Amostra aleatdria)

O vector X = (X3, Xs,...,X,,) constitui uma amostra aleatéria se e
SO se

B as varidveis aleatdrias sao mutuamente independentes;

B as varidveis aleatdrias tém todas a mesma distribuicao.

Alternativamente podemos dizer que as variaveis X1, Xa, ..., X, sdo in-
dependentes e idénticamente distribuidas (i.i.d.).

Nota: Os valores que se obtém por concretizagdo da amostra aleatéria
sdo representados por X = (1,Z2,...,Tp).
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Estatistica

m Na inferéncia Estatistica Paramétrica assumimos que conhecemos
uma familia de distribuicGes de X

P ={f(z:0);z€ X, 0€0}

onde X é o suporte de X e O é o espaco de pardmetros (completa-
mente conhecido). Caso X tenha distribuicdo discreta, f(x;6) pode
ser substituida por uma func3o de probabilidade.

m Um dos objectivos em Inferéncia Estatistica é o de fazer inferéncia
acerca do pardmetro desconhecido 6, usando a informacdo contida
na amostra aleatéria.

m Quando a dimens3o da amostra, n, é elevada, temos uma longa lista
de nimeros, de dificil interpretacdo. Qual a solugdo?

Resposta: sumariar a informagdo da amostra em “estatisticas”.
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Estatistica

Definicdo (Estatistica)

Uma estatistica T' é uma funcdo da amostra aleatéria, T(X1, Xo, ..., X,), que
ndo depende de qualquer pardmetro desconhecido.

Observacdo: A distribuicdo de probabilidade de T é designada por distribuicdo de
amostragem de T'.

Definicdo (Estimador)

Um estimador de um pardmetro 6 é uma estatistica T = T'(X;, Xo,...,X,)
usada para estimar o parametro 6.

Definicdo (Estimativa pontual)

Uma estimativa pontual do pardmetro 6 de uma populacdo é o valor numérico
do estimador, 0 = T(x1,xa, ..., x,), calculado para uma determinada amostra.
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Estimacao Pontual

Tabela com alguns parametros importantes, respetivo estimador pontual

e estimativa.

Parametro Populacional

Estimador pontual

3 (X -X)?
i=1

Estimativa
0 T 0
Média populacional Média amostral

n n
i >z

v o i=1 _ X144+ Xn A = i=1

1 X = n — n H=2= n

Varidncia populacional Variancia amostral

n _ n
> Xiz—an > x%—niQ
0_2 52_ _i=1 ~2 82_ i=1
— n—1 — n—1 — — n—1
Desvio padrao pop. Desvio padrao amostral
o S =52 G=s5=1+s2
Propor¢do populacional Propor¢do amostral
A x L
p P n pP=5
Coeficiente de variagdo < s =
W X T

Nota: No estimator P, X representa o n° de vezes que ocorreu o acontecimento em

estudo, na amostra aleatdria.
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Estimacao Pontual

Tabela com mais alguns pardmetros importantes, respectivo estimador

pontual e estimativa.

Parametro Estimador pontual Estimativa
Populacional
X(n+1) se n é impar w(n+1) se n é impar
Mediana M= x,, \4+x°, L M=0 @\ 1
(5) 2(5+) se n é par 7(2) 2<2+) se n é par
. X senp ¢ N T se np ¢ N
_ ([np]+1) p _ ([np]+1) P
Quantil Qp= {M senpen | 7 {“”(np) St g pp e N
Amplitude Xy — X T(n) — T(1)
Amplitude
Interquartis Qo.75 — Qo.2s qo.75 — Go.25

Nota: X(l) < X(g) < ...

tatisticas ordinais da amostra.

Frederico Caeiro (
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Estimac3do pontual
Método dos momentos

Numa populagdo cuja distribuicdo depende de k parametros, 61, 0o, ..., 0,
os estimadores de momentos 61,0s, ..., 0}, respectivamente, s3o os que
resultam da resolucdo do sistema de k equagbes a k incdgnitas,

EX)=X
E((X - p)?
X —p)

) = M;
E(( %) = M3

E((X — p)*) = My,
Inconvenientes:

Por vezes n3o existe uma tnica solugao;

Por vezes a solucdo é inadmissivel;
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Estimac3do pontual
Método dos momentos

Exemplos
Seja X ~ P()\). Entdio A= X.

Seja X ~ U(a,b). Entio

i>
>
|
g‘

Frederico Caeiro ( - Universidade Nova de Lisboa) 11 / 98



Estimac3do pontual
Método da maxima verosimilhanca

Definicdo (Estimador de mdxima verosimilhanga (MV))

Seja X = (X1,...,X,) uma amostra aleatéria duma populagco cuja
distribuicdo depende de k pardmetros: 0 = (01,0, ...,0;). Denotemos
por L(0;x) a fungdo de verosimilhanga, definida por

LO0:X)=fx0) = 170
T =1

ou

£<Q;X):P(X: ;7 v.a. s::dHP 2= )’

consoante a populagcdo é continua ou discreta.
O estimador de maxima verosimilhanca de 0 é dado por

§= max L(0;x)
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Estimac3do pontual
Método da maxima verosimilhanca

Se L£(6;X) for diferencidvel relativamente a todos os 6;, as estimativas
de MV sao a solugdo do sistema de equagoes % =0,i=1,...,k

Observacao:

m Os zeros da primeira derivada apenas localizam os extremos no in-
terior do dominio da funcdo de verosimilhanca. E esses extremos
podem ser extremos locais ou pontos de inflex3o.

m Na maior parte das situacdes é mais facil trabalhar com a fun¢do de
log-verosimilhanca:
1(0;X) =1In L(0; X),

do que trabalhar directamente com a fun¢do de verosimilhanga.
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Estimac3do pontual
Método da maxima verosimilhanca

Exemplos: Seja X uma amostra aleatéria duma populacdo
P()). Entéo,

I(\;x) =InL(\;x) = —nA+ (Z x) InA-> Inz;! se; €N
i=1 i=1

Como % =0 < A= X, o estimador de maxima

verosimilhanca de \ é

A= X.

N(0,1), com 6 € R. Ent3o,

1 ¢ 5
1(0;x) = —nln V21 — 5 Zl(ajz —0)

Resulta que € o estimador de mdxima verosimilhanga de 0;
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Estimacao Pontual

Propriedades dos Estimadores

Algumas propriedades que permitem avaliar a qualidade de um estimador
pontual:

m Enviesamento (exactid3o);
m Varidncia (precis3o);
m Eficiéncia (= Enviesamento & Varidncia)

m Consisténcia;

5©® @

High bias Low bias High bias Low bias
High variance High variance Low variance Low variance

Figura: llustracdo do efeito do enviesamento (bias) e da varidncia (variance).
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Estimacao Pontual
Propriedades dos Estimadores Pontuais

Definicdo (Estimador centrado)

O estimador pontual T é centrado (ndo enviesado) para o pardmetro 0
se
E(T)=0.

Notas:

m Se E(T) # 0, o estimador é enviesado.

m A diferenca Vies(T') = E(T') — 6 corresponde ao valor do enviesa-
mento ou viés de 7.

m Se E(T) #6, e lim E(T) =0, diz-se que o estimador ¢ assintoti-
n—oo
camente centrado.
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Estimac3do pontual
Propriedades dos Estimadores Pontuais

Exemplo: Seja X uma amostra aleatéria duma populagdo com valor
médio u e variancia 02, Ent3o os estimadores X e S? s3o centrados para

we o jaque

E(X)=p

E(S?) = o2
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Estimac3do pontual
Propriedades dos Estimadores

A variabilidade de um estimador (medida de precisdo) deve ser expressa,
na mesma escala de medicdo que a associada ao estimador, através do
desvio padrao desse estimador, a que se d4 o nome de erro padrao do
estimador e representa-se por SE.

Definicdo (Erro Padrdo de um estimador)

Dado um estimador pontual T, centrado, define-se o seu erro padrao,
que se designa SEr, como a raiz quadrada da sua varidncia, caso exista:

Caso SE envolva parametros desconhecidos, mas que possam ser estima-
dos, podemos obter o erro padrao estimado, denotado SE(T).
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Estimac3do pontual

Propriedades: erro quadrdtrico médio (EQM)

O estimador T' para o pardmetro 6 sera tanto “melhor”, quanto menor
for a sua dispersao em torno do verdadeiro valor de 6.

Definicdo (Erro Quadratico Médio)

O erro quadratico médio de um estimador pontual T' do parametro 0 é

EQM(T) = E((T - 6)*]

Teorema

EQM(T) = V(T) + (Vies(T))>.

Observacdo: Se o estimador T for centrado, entdo EQM (T) =V (T).
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Estimac3do pontual
Eficiéncia

Definicdo (Eficiéncia)

Sejam Ty e Ts dois estimador pontuais de um parametro 6. Diz-se que
T1 € mais eficiente que T, se e s se,

EQM(T}) < EQM(T3).

Observacdo: Se ambos os estimadores forem centrados, T} é mais efici-
ente que 15, se e so se,

V(Tl) < V(Tg).
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Estimacao pontual

Defini¢do (Estimador consistente)

Um estimador T' de um pardmetro 6 é um estimador consistente de 6 se
e s6 se, qualquer que seja o valor real § > 0,

lim P(|T — 6] <6) =1
n—oo

Observacao: Uma condic3o suficiente para assegurar a consisténcia é

lim EQM(T) = 0.

n—oo

Frederico Caeiro ( - Universidade Nova de Lisboa)



Estimacao pontual

Exemplo:
Seja X uma amostra aleatéria duma populagdo com valor médio u e
variancia 2. Ent3o os estimadores X e S? s3o centrados e

o2

EQM(X)=V(X) = -

Para populacdes normais temos ("_0—12)52 ~ X%—l e
9 9 20
EQM(S%) =V (5%) =
n—1
Se considerarmos outro estimador de o2, | 52 = "T_ISQ , obtemos
2n —1)o? 204
EQM(5?) = (2n—1)o” < BQM(S?) = 2

n2
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Distribuicao por amostragem de alguns estimadores

A distribuicdo de um estimador é designada distribuicao por amostragem.

Estimador Populagao Distribuicao
o2 conhecida 7 =1 N(0,1)
Normal de média i a/Vn
2 H _ X—u ~
¥ o“ desconhecida T = 5/vn tn—1
Qualquer populagdo | 42 conhecida Z = ;(/\7% 2 N(0,1)
de média jt e n>30 | o2 desconhecida Z = SY/?/’% 2 N(0,1)
P ualquer populacio e n grande (> 30 Z:#EJNOJ
Qualq popula¢ g (= 30) Vol _p)/n (0,1)
S? Normal de média 1 desconhecida X? = (”;712)32 ~x2_4

Nota Importante: As distribuicdes por amostragem dos estimadores servirdo
de base a estimacdo intervalar e a realizacdo de testes de hipdteses sobre os
pardmetros (i, o ou p) da populacgdo.
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Estimacdo por intervalo de confianca

Considere uma populacio de distribuicio N(170,10%). Vamos admitir
que o valor médio p = 170 é desconhecido e que o pretendemos estimar
a partir da amostra de dimensao n = 20,

171.66 171.30 161.32 172.11 141.16 168.69 165.44 180.33 184.79 157.98
171.74 163.53 167.28 169.06 162.49 161.79 173.19 170.56 163.01 164.20

A estimativa da média da populagdo é

=2z =167.08
Conclusdo: E importante dispor de alguma forma de intervalo que in-
dique a confianca que podemos ter no valor da estimativa pontual. A

amplitude desse intervalo da-nos informac3o acerca da precisdo da esti-
mativa.
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Estimacdo por intervalo de confianca

Um exemplo de aplicacao:

Sondagem TVI: regressou o empate

técnico

PSD perde vantagem ganha na segunda-feira e deixa de ter maioria absoluta com o

CDS. Toda a esquerda sobe
27 de Maio de 2011 252000  Redacdo / FC

PSD e PS estdo de novo em empate técnico. A sondagem
desta sexta-feira da INTERCAMPUS para a TVI e jornal
«PUblico» indica que os sociais-democratas perderam a
vantagem que tinham registado na ultima segunda-feira

O PSD atinge agora os 35.8% das intencdes de voto, o PS
chega aos 34.1% e © CDS fica nos 11.3%. Um dado nove
nesta sondagem: deixa de haver, com estes nimeros a
garantia de uma maioria absoluta entre o PSD e 0 CDS. A
direita desceu e a esquerda subiu, dade que a CDU esta
agora nos 7.7% e o Bloco de Esquerda nos 6.5%.

Comparando com os resultados de segunda-feira, verifica-
se que o PSD perdeu 3.8%. o PS subiu nove décimas. o CDS
perdeu oito décimas, a CDU sobe 1,19 e o Bloco tem mais
nove décimas. O voto nos outros partidos é de 4.5%.

Frederico Caeiro (

CONFIRA A FICHA TECNICA COMPLETA

Universo constituido pela populagdo com mais de 18 anos,
residente em Portugal Continental. Recolha através de
entrevista telefonica num total de 1015 entrevistas: 51.8%
dos entrevistados do sexo Feminino, 48.2% do sexo
Masculino, com a distribuicao etéria e por regides presente
no quadro: 3219 dos entrevistados com idades entre 0s 18
€ 0s 34 anos, 33.7% entre 0s 35 e 0s 54 anos e 34.2% dos
individuos com 55 e mais anos. Por regides 17.5% dos
entrevistados residem no Norte Litoral, 13.4% no Grande
Porto, 19.8% no Interior, 18.2% no Centro Litoral, 21% na
Crande Lisboa e 10% no Sul. O erro de amostragem. para
um intervalo de confianca de 95%, é de mais ou menos
3.08%. A taxa de resposta foi de 43.8%. Nesta sondagem
25.7% dos entrevistados ndo revelaram a sua opgéo e 16.8%
nao indicou um partido ou indicou que n&o votaria. Que
quando aplicavel. é feita uma distribuicdo proporcional de
registo de ndo respondentes. sem opiniao e abstengéo.
passando a usar-se a expressao «Projeccaos.

Universidade Nova de Lisboa)



Estimacdo por intervalo de confianca

Definicdo (Intervalo Aleatério)

Seja 6 um pardmetro desconhecido e (X1, Xo,...,X,) uma amostra
aleatoria. Considere as estatisticas

Tl(Xl,XQ,...,Xn) e TQ(Xl,XQ,...,Xn),

que ndo dependem do valor de 0 e que satisfazem

P(@E[Tl,TQ]) :P(T1§9§T2):1—a, O<a<l.
———

Probabilidade de cobertura

Entao:

m O intervalo (de confianga) aleatdrio [T1,T>] é chamado estimador
intervalar de 0,

m 717 el sdo denominados limites de confianca;
m 1 — a € o coeficiente (ou nivel) de confianga do intervalo.

Frederico Caeiro (¥ & - Universidade Nova de Lisboa)



Estimacdo por intervalo de confianca

Definicdo (Intervalo de Confianga)

Seja (r1,x9,...,xy) uma realizagdo da amostra aleatdria e sejam
t1 =T1(.'L'1,.T2,...,.'17n) € t2=T2(x17x27"’7xn)7
os valores das estatisticas 17 e T5.

Notas:

m Ao intervalo [t1,t2] chamamos intervalo de confianca (1 — ) X
100% para 6.

m Costumamos usar niveis de confianga iguais ou superiores a 90%. Os
valores mais usuais sdo 90%, 95% e 99%.

m O intervalo é que é aleatério, ndo o parametro.

m Por vezes, a probabilidade de cobertura ndo depende de 6.

Frederico Caeiro (¥ & - Universidade Nova de Lisboa)



Estimacdo por intervalo de confianca

Definicdo (Método Pivotal)

Meétodo para determinacdo de um intervalo de confianca 1 — « para 0,
Conhecer (ou encontrar) uma variavel pivot® T = T(Xy, Xo, ..., X,,0).
A partir da distribuicdo de T, determinar a, e as, tais que

a1 < as e Pla; <T<a3)=1—;

Resolver as desigualdades a1 < T'(X1, Xo,...,X,,0) <ay em ordem a 0,
aq STS as < Tl(Xl,XQ,...,Xn) S 0 STQ(Xl,XQ,...,Xn),

sendo Ty (X1, Xo, ..., X,) e To(X1, Xo,...,X,,) estatisticas ndo depen-
dentes de 0;

IC1_ayx100%(0) = [T1(X1, Xa, ..., Xp), Ta(X1, Xo,..., Xy)] € um in-
tervalo de confianca 1 — «v para 0.

3v.a. que depende apenas do pardmetro 6 e cuja distribuicdo ndo depende de 6.
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Intervalo de Confianca para a média populacional, u

Vamos considerar uma populagdo com valor médio p desconhecido. A
seguinte tabela apresenta a varidvel pivot que se deve usar para deduzir
o intervalo de confiaca para o valor médio populacional.

Populacio Variancia (02) | Varidvel pivot
X~ N(,0?) conhecida C‘IXT?/& ~ N(0,1)
desconhecida ?/:f ~ 1
) conhecida Uy/:/% < N(0,1)
Qualquer Populacido N
en > 30 desconhecida é(/\/’% < N(0,1)

Frederico Caeiro (

- Universidade Nova de Lisboa)




Intervalo de Confianca para a média populacional, u

Populacdo N(u,0?), 0? conhecida ou qualquer populagdo e n > 30

Suponha que pretendemos obter um intervalo de confianca para p.
Variavel Pivot:

7 X —u ~ N(0,1)  (Populagio N(u,c?))
~ o/yn < N(0,1) (Qualquer Populagdo e n > 30)

Determinagdo das constantes: a3 = —z,/2 € a2 = 2Zq/2.
Resolucdo das desigualdades:
Pla<Z<a)=1l-a & P < Xon 1
a a2)=1—« -z — <z =1—-«
1= = U2 a/2 = 0_/\/% = /2

AR P<X—Za/2% < pu < X4z %)Zl—a

g — g
ICH—ayx100% (1) = [X — Za/2 NG i X+ 2a)2 %]

Frederico Caeiro ( - Universidade Nova de Lisboa) 30 /98



Intervalo de Confianca para a média populacional, u

Observacées

m Ao substituirmos por (valor observado ou estimativa da
média populacional) passamos a ter um intervalo concreto chamado
intervalo de confianca;

m N3o podemos garantir que p pertenca ao intervalo de confianga
com probabilidade 1 — a. Mas podemos dizer que se fizermos um
grande nuimero de intervalos nestas condi¢cdes, aproximadamente
100 x (1 — @)% desses intervalos contém o verdadeiro valor de p
(que permanece desconhecido).

m A amplitude do intervalo de confianga estd associado a precisao.
Quanto menor for a amplitude, mais precisa deve ser a estimativa
pontual.
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Intervalo de Confianca para a média populacional, u

Exemplo (Ex. 3 - 2° teste de Estatistica - 27/11/2013)

3. Medigcbes do comprimento de 25 pegas produzidas por uma maquina
conduziram a uma média T = 140mm. Admita que cada pe¢a tem com-
primento aleatdério com distribuicdo normal de valor esperado 1 e desvio
padrido o = 10mm, e que o comprimento de cada peca é independente
das restantes.

(a) Construa um intervalo de confianca a 95% para o valor esperado da
PopUlaca0. (1Cy5y (1) = [136.08,143.92])

(b) Qual deverd ser o tamanho da amostra de forma a que a amplitude
do correspondente intervalo de confianca a 95% para a média nio
exceda 2mm? (n > 385)

Frederico Caeiro (¥ & - Universidade Nova de Lisboa)



Intervalo de Confianca para a média populacional, u

Populacdo N(u,0%), o2 desconhecida

Suponha que pretendemos obter um intervalo de confianca para p.
Variavel Pivot:

X —
T=""KE -1
S/v/n
Determinagdo das constantes: a; = —tn_L% e ag = tn_L%.

Resolugdo das desigualdades:
X —
P(a’l < T < 0'2) =l-a< P <_tn1:oc/2 < T\/g < tnl:a/2> =l-a

— — S
@...@P(X—tn_lza/g < X +ty 1a)2 _>:1_a

o<
Vi~ Vi

_ - S
IC1_ayx100% (1) = [X —th—1:0/2 7n i X +ty 102 %}
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Intervalo de Confianca para a média populacional, u

Populacido Variancia (02) IC (1 —a)x100% (1)
conhecida [)_( — Zaj2 = X+ Za/2 L}
X ~ N, 0?) v v
desconhecida [X' - tn_h%\% ; X+t e \%]
“Qualquer” pop.* | cophecida [X' —Zaj2 5 X + 2o \/Lﬁ}
e n>30 desconhecida [X — Za)2 \%; X + 209 \%}

*Qualquer populacio com valor médio p e varidncia 2.
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Intervalo de confianca para a variancia populacional

Considere a situagdo em que temos uma amostra aleatéria (X1,...,X,)
de uma populagdo N(u,0?), com p desconhecido.

Pretendemos obter um intervalo de confianga (1 — a) x 100% para a
variancia populacional, o2:

Escolha da varidvel pivot usada para construir o IC para o2:
n—1)52
X2 = % ~ X%_l (Qui-Quadrado com n—1 graus de liberdade),
com §2 = ZimXi=X)*

n—1

Nota: A distribuicio por amostragem de X? é vélida para populacdes
com distribuicdo normal.
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Intervalo de confianca para a variancia populacional

Depois, é necessdrio determinar aq e as, tais que a; < as e
P(ay < X? <ay)=1-a.
Vamos escolher a; e as, tais que
P(X%*<a)=a/2 e P(X?>ay)=1-a/2,

. .2 2
ouseja a1 =X, 1.1—q/2 € 92= X;_1.a/2°

—1)52
P(a1§X2§a2):1—Oz<:>P<a1§%§a2>zl_a
g
—1)52 —1)82
&L e P((TLQ—)SO'QS—(ZI ) )zl—a
anl:a/Q anlslfa/Q

Assim, IC(l—a)xlOO%(U2) _ [(3—1)32 . (n—1)8? }

) 2
XrLflz(xe/Q Xn71:17(¥/2
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Intervalo de confianca para o desvio padrao populacional

Do resultado atras obtido, muito simplesmente se constréi o intervalo de
confianca para o desvio padrao populacional 0. Como

(n —1)5

P(a1<X2<a2—1—Oz(:>P<CL1< <a2>_1—a

&...e P n_l n_l =1-a,
nloz/2 nll /2

temos o Intervalo de Confianga

n—1)52 n—1)5?
ICH_ayx100%(0) = [ ( 3 ) ; (2 )
Xn—l:a/2 Xn—l:l—a/?
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Intervalo de confianca para a proporcao populacional p

m Vamos assumir que os elementos de determinada populacdo podem
possuir uma dada caracteristica, com uma certa probabilidade p
desconhecida, independentemente uns dos outros.

m Suponha que se selecciona uma amostra aleatéria de n elementos
desta populacdo.

m Se X denotar o nimero desses elementos que possuem a referida

caracteristica, sabemos que | X ~ B(n,p)| (amostragem com re-

posi¢cdo) ou ‘X ~ H(N,M,n) ‘ (amostragem sem reposicdo - mas
se n < 0.1N a distribuicdo Hipergeométrica pode ser aproximada
pela distribui¢cdo Binomial).

m Vamos assim considerar que | X ~ B(n,p) |
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Intervalo de confianca para a proporcao populacional p

Se a tamanho da amostra, n, for suficientemente grande, o Teorema
Limite Central justifica que:
X —n
Z=—2""" 2 N(,1)
np(l —p)

Notamos ainda que o estimador de p é P =
Resulta ent3o a seguinte varidvel pivot

X ~
<, a propor¢do amostral.
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Intervalo de Confianga para proporcao populacional, p

Vamos agora determinar um Intervalo de Confianca para p.
Varidvel Pivot:

P—p

Z=—"-"" 2 N(0,1)
p(L=p)/n
Determinacdo das constantes: a1 = —zq/2 € a2 = 242
Resolucdo das desigualdades:
P—p
Plap<Z<a)=l-ao P|-z2a<———=<za|=1-«
2 p(1-p) ?

Sendo p um pardmetro desconhecido, a resolucdo das inequacdes
é mais facil se estimarmos o denominador da fraccdo anterior por

P(1 - P)/n.
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Intervalo de Confianca para proporcao populacional, p

B Entdo,
P—

Pl —22< ~ b <zal=1l—-a &...&

2 P(1-P) 2
n
) P(1-P - P(1—-P
PP —zyn ( )§p§P+za/2 ( ) =1—-«
n n

Solug¢do aproximada:

, |P(1-P) . |P(1-P
IC1_ayx100%(P) = | P — 2472 ¥§P+2a/2 %
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Intervalo de Confianga para proporcao populacional, p

Exercicio

Num inquérito destinado a estimar a proporcdo p de elementos da po-
pulacdo que tem TV por cabo, foram inquiridas 200 pessoas, das quais
78 afirmaram ter este servico. Determine a estimativa pontual de p e o
respectivo intervalo de 95% de confianga.

Solugdo: p = 0.39. Como n = 200 > 30 e zg.05 = 1.96, o intervalo de 95% de confianca para a propor¢do p é:

I1C(p) = I:OASQ — 1.96 1/0.39(1 — 0.39)/200 ; 0.39 4+ 1.96 /0.39(1 — 0.39)/200] = [0.322, 0.458].

O intervalo de confianca de Wilson para a propor¢do é ICg59 (p) = [0.325, 0.459]
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Teste de Hipdteses

Definicdo (HipStese Estatistica)

Uma hipcdtese estatistica € uma conjetura acerca da distribuicio de uma
ou mais variaveis aleatérias. Essa conjectura pode incidir sobre um ou
mais parametros da populagdo (teste paramérico) ou acerca da distri-
buicdo da populacdo (testes ndo paramétrico de ajustamento).

m O objectivo de um teste de hipdteses é decidir, com base numa
amostra da populacdo em estudo qual de entre duas hipdteses é a
“verdadeira” .

m As duas hipéteses complementares num teste de hipdteses sdo de-
signadas de hipétese nula (Hp) e de hipétese alternativa (H;).

m Se a hipdtese estatistica especifica completamente a distribuicdo
é chamada de hipétese simples. Caso contrario é chamada de
hipotese composta.
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Teste de Hipdteses

Se 6 é o parametro populacional e © é o espaco—parametro, o formato
geral das duas hipdteses é

Hy:0€0©y versus Hy:0€©; (OpUBO; =0).

Exemplo

Seja (X1, Xo,...,X,) uma amostra aleatéria de uma populagdo com
X ~ N(u,22%). A hipdtese estatistica de que o valor médio desta po-
pulacdo toma o valor 8 denota-se por:

Hy:p=8 wersus Hy:p#8 (Hipétese simples)

A hipdtese estatistica de que o valor médio desta populagdo é menor ou
igual a 8 denota-se por:

Hy: <8 vS. Hy:p>8 (Hipétese composta)
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Teste de Hipdteses

Definicdo (Teste de uma hipdtese estatistica)

Um teste de uma hipdtese estatistica Hy € uma regra (ou critério) para
decidirmos se rejeitamos ou nao rejeitamos Hj.

A decisdo é tomada com base no valor duma estatistica 1T' e de um
subconjunto R € R. Rejeitamos Hy set = T(z1,...,2,) € R.

Exemplo: Seja (X1,...,X,) uma amostra aleatéria duma populagdo
com distribuicio N(1,22). Um teste possivel para testar:

Hy:p<8 ws. Hy:u>8,

é rejeitar Hy se

> 1.64 R =]1.64, +o0].
| S ——

N———— = —
regiao critica
regra de decisdo
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Teste de Hipdteses
Erros de decisdo e sua probabilidade

Defini¢do (Erros do tipo | e do tipo Il)

Situacao real:
Decisao: H, € verdadeira ‘ Hy € falsa

Néo rejeitar Hy || Decisdo acertada | erro do tipo Il

Rejeitar Hy erro do tipo | Decisdo acertada

Definimos ainda as probabilidades:

P(erro do tipo |) = P(rejeitar Hy | Hy é verdadeira),
1 — B = P(erro do tipo Il) = P(n3o rejeitar Hy | Hy é falsa).

O nivel de significancia é ‘ a = maxy P(erro do tipo I)‘

A (fungdo) poténcia é ‘5 = 1— P(erro do tipo II).‘
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Teste de Hipdteses
Erros de decisdo e sua probabilidade

Algumas observacoes:

m O ideal é conseguirmos que ambas as probabilidades o e 1 — /3 tomem
o seu valor minimo (zero).

m Contudo, é impossivel minimizar o e 1 — [ simultaneamente pois,
quando « diminui, 1 — 8 aumenta e vice-versa.

m Depois de tomada uma decisdo, apenas se pode cometer um dos

erros. E mais facil controlar a do que controlar 1 — /3 (que depende
do valor do pardmetro dado pela hipdtese H;). Entdo:

— rejeitar Hy é uma conclusio “forte”;

— ndo rejeitar Hy é uma conclusdo “fraca”.
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Exemplo de um teste de hipdteses

Suponha que temos uma amostra aleatéria de dimens3o duma
populagdo com distribuicdo | N(u, 1) | e que pretendemos testar

Hy:p=5 vS. Hy:p#5

Regra de decisdo: rejeitar Hy se X estiver “longe” de 5, isto é, se
X <4.50use X > 5.5.

m Qual o nivel de significancia?

P(X <45 o0u X >55|u=5)=

P(X <45|pu=5)+P(X >55|u=5) =
®(v/9(4.5—5)) +1—®(+V9(5.5 —5)) =

2 % 0.0668 = 0.1336

(67
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Exemplo de um teste de hipdteses

® Qual a poténcia do teste se u = 5.67
B(5.6) = P(X < 4.5 ou X >5.5|u=56)=
= P(X <4.5|p=56)+P(X >55|u=>56) =
= ®(V9(4.5 - 5.6)) + 1 — ®(/9(5.5 — 5.6)) = 0.6184

=0.0005 =0.6179

m Qual a poténcia do teste se yt = uy?

1

T T T T T
40 45 50 55 6.0

it

Figura: Fun¢do poténcia do teste de hipdteses.
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Teste de Hipdteses

Procedimento genérico de um teste de hipédteses:
Especificar a hipétese nula (Hy) e a hipdtese alternativa (H1);
Escolher uma estatistica de teste adequada;
Escolher o nivel de significancia, «;
Determinar a regiao critica do teste de hipdteses;

Calcular o valor observado da estatistica de teste com base na
amostra recolhida.

@ Decidir sobre a rejeicao ou nao da hipdtese nula, Hy.
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Teste de hipdteses para o valor médio populacional, u

Frederico Caeiro (

- Universidade Nova de Lisboa)

Hy:p=po wvs. Hi:p# o (teste bilateral)
Populacio Variancia (02) | Estat. de Teste | Rejeitar Hy se
conhecida Z ~ N(0,1 Zobs| > Za
X ~ N(u,0?) Sob Hy (0.1) Zobs| /2
desconhecid T ~ t,_ tonsl > 10
esconhecida so 1 [tobs| > th—1:0/2
conhecida Z & N(0,1) |Zobs| > Za /2
Qualquer populacio Sob Ho
> 30 d hecid Z & N(0,1 obs o
e n> esconhecida e (0,1) |Zobs| > Za /2
. _ X—uo _ X—po _ X—mo
Nota: Z—J/ﬁ Z_S/\/ﬁ T_S/\/ﬁ




Teste de hipdteses para o valor médio populacional, u

Frederico Caeiro (

Universidade Nova de Lisboa)

Hy:p<py wvs. Hy:p>p (teste unilateral direito)
Populacao Varidncia Estat. de Teste | Rejeitar Hy se
2, hecid Z ~ N(0,1
X ~ N, 0?) 0?, conhecida o (0,1) Zobs > Za
o2, desconhecida ]_;ol;\JHgtn_l tobs > th_l.a
o2, conhecida Z & N(0,1 Zobs > %
Qualquer populacio Sob Hg (0,1) obs “
en>30 02, desconhecida | Z < N(0,1) Zobs > Za
Sob Ho
. _ X— _ X— _ X—
Nota: Z—a/\%’ Z_S/\;%’ T_S/%




Teste de hipdteses para o valor médio populacional, u

Hy:p>po wvs. Hyp:p < pg (teste unilateral esquerdo)

Populacdo Variancia Estat. de Teste | Rejeitar Hy se
02, conhecida Z ~ N(0,1) Zobs < —Za
X ~ N(u,0?) Sob Hy
02, desconhecida T ~ tn_1 tobs < —tn_1:a
Sob Hy
B 02, conhecida Z & N(0,1) Zobs < —Za
Qualquer populagio Sob Ho
en > 30 o2, desconhecida | Z ~ N(0,1) Zobs < —Za
Sob Hy
; _ X—mo _ X—mo _ X—po
Nota: Z_U/ﬁ Z_S/\/ﬁ T_S/ﬁ
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Teste de hipdteses: p-value

Em vez de decidirmos em funcdo da regido critica conter, ou n3o, o valor
observado da estatistica de teste, podemos determinar, com base no valor
observado da estatistica de teste, para que nivel de significincia a decisao
muda.

Defini¢do (Valor-p ou “p-value™)
De um modo informal, podemos definir o valor-p ou “p-value” como o
mais pequeno nivel de significancia que leva a rejeicdo de Hy. Assim,

m um valor-p pequeno é desfavoravel a Hy.

m um valor-p elevado indica que as observacées sdo consistentes com
Hy.
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Teste de hipdteses: p-value

Seja (x1,x2,...,x,) a concretiza¢do da amostra aleatdria e
Wobs = W(wl’x% cee ,Ilin),

o valor observado da estatistica de teste W. O valor-p corresponde a probabili-
dade de se observar um valor igual ou mais “extremo” do que o observado, wps,
se Hy é verdadeira. O cdlculo desta probabilidade depende do tipo de regido de
rejeicao da hipdtese Hy, conforme indicado na seguinte tabela:

‘ Regido de rejeicdo ‘ valor-p ‘
] — o0, —c[ U J¢, +00[
ou 2 X min (P(W < weps | Ho)y P(W > woeps | HO))
10,b] U Je, +00[
] - 00, C[
ou PW < weps | Ho)
10, c[
Je, +oo] P(W > weps | Ho)
Frederico Caeiro ( - Universidade Nova de Lisboa)
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Teste de hipdteses: p-value

m Para os testes cuja estatistica de teste tem distribuicdo normal, con-
seguimos calcular facilmente o valor-p.

m Para os testes cuja estatistica de teste tem outra distribuicdo (t de
Student ou qui-quadrado), o valor-p sé pode ser obtido com pre-
cisdo usando um software adequado. Recorrendo as tabelas, usadas
nas aulas, o melhor que conseguimos é obter um valor aproximado
ou um intervalo que contém o valor-p.
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Testes de hipéteses para a variancia o2 populacional

Considere a situagdo em que temos uma amostra aleatéria (X1, Xo, ..., X,)
de uma populagdo N(u,0?), com u desconhecido.

Hipoteses:
Hy:0?=0} wvs. Hy:0>#a} (teste bilateral);
ou
Hy:0?2 <o} wvs. Hy:0?>a? (teste unilateral direito);
ou
Hy:02 >0} wvs. Hy:0?<o (teste unilateral esquerdo);
Estatistica de teste:
9 sob Hg, o0 = og
o _ (n—-1)8 2
X = 2 ~ Xn—1
90
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Teste de hipéteses para a variancia o2 populacional

Regido de rejeicao do teste, para um nivel de significancia a:

Ro =105x2 14 ol U X2 .a;+00] (teste bilateral);
: 2

n—1:5"
Ro =]X2_1..;+00] (teste unilateral direito);
Ro =105 X214 al (teste unilateral esquerdo);
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Teste de hipSteses para a variancia o2 populacional

Exemplo (Ex. 4 - 2° teste de Estatistica - 27/11/2013)

4. Foram efectuados estudos numa cidade com o objectivo de determinar a
concentracio de mondxido de carbono (CO) perto das vias rdpidas. Para o
efeito recolheram-se amostras de ar para as quais se determinou a respectiva
concentragcio de CO. Os resultados (em ppm) foram os seguintes:

101.1; 98.2; 100.4; 96.8; 88.2

Para estes dados Z?=1(xi — )% = 107.272. Assuma que tais concentragdes se
distribuem normalmente.

(a) Teste, sem utilizar o valor-p, para um nivel de significidncia o = 0.05, as
hipdteses
Hy:0%>2853 wvs. Hp:o0% < 28.53.

(b) Determine o valor-p e indique a decisdo a tomar no teste Hy : 02 < 28.53
vs. Hy : 02 > 28.53, para a = 0.01, sabendo que, com base numa outra
amostra de igual dimensdo (n = 5), se obteve um valor observado da
estatistica de teste igual a 9.49.
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Teste de hipdteses para a proporcao populacional, p

Suponha que observamos uma amostra aleatéria de dimensdo n de uma po-
pulacdo, em que determinada propor¢cdo desconhecida p dos seus elementos
possui certa caracteristica.

Hipdteses:

Hy:p=py wvs. Hi:p#pg (teste bilateral);

Hy:p<py ws. Hi:p>pg (teste unilateral direito);

Hy:p>py vs. Hy:p<pg (teste unilateral esquerdo);
Estatistica de teste:

po(l - po)/n sob Hg, com p = pg

Regido de rejeicdo do teste, para um nivel de significincia « pré-especificado:

Ry =] —o00;—za[ U Jza;+oo] (teste bilateral);
Ry =]za;+00] (teste unilateral direito);
Ry =]—00;—24] (teste unilateral esquerdo);
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Teste das sequéncias ascendentes e descendentes

Alguns exemplos de sequéncias em que ndo ha necessidade de usar o teste:

7000
6000 . | 360
5000 l‘ \ 350
Lh00 o |- [
33000 | I ’ . . ’\ Lo \ I\ f /\ / S 340
2000 | / i \ J' I\ I . ’ / \ / 330 |
1000 - / . \ & ’ ! / | | I I ./' \ / | ’ \' 520
o \. . \..'. i .\’. i ..\ ““" \'.\ - \".\: T T T T
1820 1840 1860 1880 1900 1920 1960 1970 1980 1990
Time Time

Esquerda: Annual numbers of lynx trappings for 1821-1934 in Canada. Taken from
Brockwell and Davis (1991).

Direita: Mauna Loa (Hawaii) Atmospheric CO2 Concentration in parts per million
(ppm): 468 monthly observations from 1959 to 1997.
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Teste das sequéncias ascendentes e descendentes

Considere as hipéteses:

Hy : A amostra é aleatéria ws. Hjp : A amostra n3o é aleatéria

m Vamos substituir pelo simbolo “+" cada observacao precedida por
uma de valor inferior, e pelo simbolo “—" cada observa¢ao precedida
por outra de valor superior. Observacdes precedidas por outras de
valor igual s3o desprezadas (corrige-se a dimens3o da amostra, n).

m A estatistica de teste é:

VvV — 2n—1
a
Z=—3_ ~ N(0,1).
16n—29 sob Hy
90
com V = numero de sequéncias de sinais “+" e “—". Na prética

considera-se que a distribuicdo de Z é razoavel se n > 26.

m Rejeitamos Hy, ao nivel de significancia «, se zgs € Ra, com
Rq :] — 00, *Za/2[ U ]Za/Qa +OO[
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Teste das sequéncias ascendentes e descendentes

Consideremos uma amostra de medicdes de acidez (pH) de amostras de
chuva, registadas em 30 locais de uma regido industrial,

51 50 46 38 48 36 47 38 41 42 44 45 36 39 42
43 44 45 49 47 48 41 42 45 45 46 44 41 46 45

e testemos se estas observacbes constituem uma amostra aleatéria.

Sinais:

Temos entdo v, = 15.
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Teste de ajustamento do Qui Quadrado

Em muitas situag¢bes a distribuicdo da populacdo é desconhecida, e po-
demos estar interessados em testar se a populacdo tem distribuicdo F'.

Hipdteses:
Hy: X~F ws. H:X~F

Os dados (amostra) s3o divididos em k classes. A estatistica de teste é:

k

2 _ (Oi — Ei)2 ) 2
X —ZT ~ Xk—p-1>

=1 sob Ho
onde

m O;: n° de observa¢des na classe i;
®m F;: nimero de observacles que esperamos encontrar na classe ¢ sob Hy;
m k: n® de classes;

® p: n° de pardmetros estimados, do modelo considerado em Hj.
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Teste de ajustamento do Qui Quadrado

Nota:
Ei=nxp;

com

pi = P(X € classe i | Hy verdadeira) ‘

Observacao: Se houver valores F; inferiores a 5, tipicamente correspon-
dendo as classes dos extremos, essas classes devem ser agrupadas até o
correspondente novo nimero esperado E; (dado pelas somas dos corres-
pondentes antigos £;’s) ultrapassar 5. Os correspondentes O;'s devem
nesse caso ser também somados, diminuindo naturalmente o valor do
nimero de classes k.

Regiao de rejeicao do teste, para um nivel de significancia a:
2 .
R, :]kapfl,aa +OO[
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Exemplo: Geneticistas pensam que, em determinada populacio, a dis-
tribuicdo de probabilidade dos grupos sanguineos é a seguinte:

MM MN NN
0.3 0.5 0.2

Uma amostra de 200 individuos desta populacdo, classificados de acordo
com estes grupos sanguineos, revelou 64 individuos do grupo MM, 96 do
grupo MN e os restantes do grupo NN.

Estes dados fornecem evidéncia estatistica para por em causa o pressu-
posto dos geneticistas? Considere o = 0.05.

Nota: x2,, = 0.427
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Exemplo: Pensa-se que o niimero de defeitos encontrados em circuitos eléctricos
tem distribuicdo Poisson. Recolheu-se uma amostra aleatéria de n = 60 circuitos
e observaram-se os seguintes nimeros de defeitos:

n°® de defeitos 0 1 2 3
n°® de circuitos | 32 15 9 4

Pretendemos testar

Hy: X ~P(\) ws. Hp: X o P(\).

Como )\ é desconhecido, terd de ser estimado. Assim, A = z = 0.75 é a
estimativa de \.

n” de defeitos pi i n°® de defeitos | O; i E;
0 0.472 | 28.32
0 32 | 0.472 | 28.32
1 0.354 | 21.24
1 15 | 0.354 | 21.24
2 0.133 | 7.98 2 (ou mais) | 13 | 0.174 | 10.44
3 (ou mais) | 0.041 | 2.46

2 _ (32—28.32)7 (15—21.24) (13-10.44)% _
Xobs = |32 T 2124 T 10.44 =294

Xops = 2.94 ¢ ]X?,o.osn oo[=]3.84, 00|
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Teste de ajustamento do Qui Quadrado

Exemplo (distribuicdo normal): Os artigos produzidos em determinada fébrica
sdo sujeitos a um controle de qualidade, resultando num indice de qualidade, X.
De forma a avaliar essa qualidade recolheu-se uma amostra aleatdria de 46 artigos
da produgdo, tendo-se medido os valores seguintes do referido indice:

100, 110, 122, 132, 99, 96, 88, 75, 45, 154, 153, 161, 142, 99, 111, 105, 133, 142, 150, 153,
121, 126, 117, 97, 105, 117, 125, 105, 94, 90, 80, 50, 55, 102, 122, 136, 75, 104, 109, 108,
134, 135, 111, 78, 89, 154

Vamos usar estes dados para testar, ao nivel de significancia 5%,
Hy: X ~ N(p,0%) wvs. Hy:X = N(u,o?)

sob Hg
_E.)?
A estatistica de teste ¢, X2 = Y& (9Bl Xi—p1

Como n3o conhecemos os valores populacionais de i e 02, vamos estima-los:
A~ 2w 5109 )

22 2 3% af-46x@® 395117 _
52 = 52 = T TloA6x” _ 335117 _ 75 3068
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Teste de ajustamento do Qui Quadrado

Pela regra de Sturges o nimero aconselhado de classes a considerar é:

k~14log(n)/log(2) =1+ log(46)/log(2) ~ 6.523562

Consideramos k = 7. A amplitude de cada classe é aproximadamente

L _ 161-45

Vamos aproximar este valor a 17, ou seja, considerar as classes:
]—00;62] 162;79] ]79;96] ]96;113] ]113;130] ]130;147] ]147; 00|

Devemos contar quantas observagoes estdo em cada um dos intervalos anteriores,
para obter os valores de O;,

classe
|—00; 62]
162; 79]

179; 96]
196; 113]
]1113; 130]
1130; 147
1147; oo]

o

o w w|O

—
~

o~ N
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Teste de ajustamento do Qui Quadrado

Vamos determinar os valores de p; e E; = n X p; = 46 X p;.

Classe O; Di E;

1|] —o0;62] | 3 | 0.0400 | 1.839 Classe O; Di E;

2| 162;79 3 | 0.0863 | 3.969 1] —o00;79 6 | 0.1263 5.808
31 ]79;96] 6 | 0.1692 7.782 2| 179;96] 6 | 0.1692 7.782
4| 196;113] 14 | 0.2321 | 10.676 3| 1]96;113] 14 | 0.2321 | 10.676
5 []113;130] 7 0.2229 | 10.251 4 ]113;130] 7 0.2229 | 10.251
6 |]130; 147] 7 | 0.1498 6.889 5 | ]130; oo 13 | 0.2496 | 11.483
7| 114700 | 6 | 0.0999 | 4.594

A 0. B2 sob Hg
A estatistica de teste ¢, X2 =37, % ~ Xip1 = X5

Regra de decisdo do teste: Rejeitar Hy ao nivel de significAncia 5% se 22, €
Ro.05 =]5.99, +00]. Como z?,, = 2.68 n3o rejeitamos, ao nivel de significancia

de 5% a hipétese da populacio ter distribuicio Normal.
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Observacao: O (ltimo exercicio também pode ser resolvido considerando todas
as classes com o mesmo valor p; = 1 (neste casop; = 1, i=1,...,7).

A 12 classe é | — 00, a;] onde P(z < ay) = @(%1012'07) =1 =0.1429.

Resulta que 107201 — ¢=1(0.8571) ~ 1.07 <> a; = 81.1.

Nota: Os pontos extremos das restantes classes obtém-se de modo andlogo.

i Classe 0O; Di E;

1[]—oc811] | 7 | 1/7 | 6571
2] 181.1;95.2] | 4 | 1/7 | 6571
3| ]95.2;106] 10 | 1/7 | 6.571
4| 1106;116.1] | 5 | 1/7 | 6.571
511116.1;126.9] | 7 | 1/7 | 6.571
6|]126.9;141] | 5 | 1/7 | 6,571
7| 1141;400[ | 8 | 1/7 | 6571

Decisdo: Rejeitar Hy ao nivel de significancia 5% se 2%,, € Ro.05 =9.49, +-o0.
Como 22, = 3.91 nio rejeitamos, ao nivel de significincia de 5% a hipétese da

populagdo ter distribuicdo Normal.
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Teste de ajustamento do Qui Quadrado

Exercicio (2° teste de Probabilidades e Estatistica - 25 de Junho de 2008)
Os seguintes valores (ordenados) resultaram da implementagdo de um
algoritmo, numa linguagem de programa¢dao. Podemos afirmar que o
algoritmo gera valores da distribuicdo U(0,1)?

0.089 0.139 0.140 0.208 0.325 0.412 0.447 0.449 0.462
0.516 0.601 0.614 0.628 0.644 0.647 0.683 0.692 0.798
0.810 0.810 0.850 0.875 0.883 0.887 0.909 0.944 0.996

Nota: Resolva o exercicio considerando 5 classes, com igual probabilidade
pi =02, i=1,2...,5.

Nota: ngs = 6.89
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Erros Experimentais e sua Propagacao

[Para alunos da Licenciatura em Bioquimica & em Quimica Aplicada]

m A nossa capacidade para observar o mundo real n3o é perfeita. Mui-
tas observagdes que fazemos ndo representam exactamente o pro-
cesso que estamos a observar. Matematicamente temos,

valor real = medic3o experimental + erro.‘

m Nas medigGes experimentais o erro (experimental) pode n&o se referir
a um equivoco, mas a uma imprecisdo resultante do processo de
medicdo. Para podermos garantir conclusées adequadas devemos
estudar os erros experimentais e o efeito da sua propagac3o.

m Exemplo: Considere duas substancias, com massa molecular (rela-
tiva a unidade de massa atémica u) iguais a 18.2u e 18.5u, respec-
tivamente. Podemos concluir que a segunda substdncia tem massa
molecular superior. Contudo se também nos disserem o erro das
medi¢des é +0.5u, jd ndo conseguimos determinar qual a substancia
com maior massa molecular.
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Erros Experimentais e sua Propagacao

[Para alunos da Licenciatura em Bioquimica & em Quimica Aplicada]

Nas medi¢des podemos ter dois tipos de erros experimentais:

m | erros sistematicos ou fortuitos\ — afectam o resultado, mas po-
dem ser eliminados ou corrigidos.
Estes erros podem resultar de muitos factores, por exemplo, defeitos
ou ma calibragdo da instrumentacdo utilizada, aplicacdo errada dos
modelos tedricos, ...

] ’erros aleatorios ‘ — erros que n3o se podem controlar.
Se o erro é aleatdrio (ndo enviesado) e uma medigdo experimental
puder ser obtida varias vezes (nas mesmas condigdes), podemos es-
tudar o erro aleatdrio através de andlise estatistica . Por exemplo,
através do calculo da média e do erro padrio.

Exemplo de medicao com erro aleatério: Medicdo do didmetro duma
bola de ténis, com uma régua.
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Erros Experimentais e sua Propagacao

[Para alunos da Licenciatura em Bioquimica & em Quimica Aplicada]

Apresentacao dos resultados

Quando obtemos medicGes, é usual apresentar os resultados na forma

|medig§o = "“melhor estimativa”" =+ incerteza.|

Exemplo: a medida 6.03g £ 0.02g indica que estamos confiantes que o
valor real da quantidade medida se situa entre 6.01g e 6.05¢.
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Erros Experimentais e sua Propagacao

[Para alunos da Licenciatura em Bioquimica & em Quimica Aplicada]
Se uma medida (sujeita a erro aleatdrio) é obtida a partir duma ob-
servacdo, podemos apresentar o resultado na forma . Caso seja
possivel obter varias medicoes da mesma quantidade, os resultados podem
ser apresentados na forma:
T+ AT
m T é a média amostral, uma estimativa do valor médio de X;
m AT pode, por exemplo, ser determinado através erro padrio de X,
ou seja, AT = o/y/n. Se o for desconhecido podemos estimar o
erro padrdo através do seu estimador, S/\/n.

Se a populac3o tiver distribuicdo normal, esperamos ter aproximadamente
68% dos valores observados no intervalo T + Ax.

Se quisermos apresentar um resultado mais preciso, entdo devemos es-
timar a medida através dum intervalo de confianga, com um nivel de
confianga superior a 68% (AT = 24/90/\/n ou AT = t,_14/95/y/n
ou AT = z,/95/+/n).
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Erros Experimentais e sua Propagacao

[Para alunos da Licenciatura em Bioquimica & em Quimica Aplicada]

Exemplo

Para se determinar o pH da dgua duma piscina foram efectuadas 7
medicdes, que forneceram os seguintes resultados:

718, 7.26, 7.15, 7.16, 7.26, 7.19

Temos T = 7.20 e \/ig = 0.02.

Se admitirmos que a populagdo tem distribuicdo normal, o intervalo de
95% de confianga do pH médio é 7.20 + (2.57 x 0.02).
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Erros Experimentais e sua Propagacao

[Para alunos da Licenciatura em Bioquimica & em Quimica Aplicada]

Propagacao dos erros

Depois de recolhermos diferentes medicoes experimentais, por vezes
elas s3o combinadas de acordo com uma férmula, de modo a obtermos o
resultado desejado.

Para determinarmos o valor da incerteza do resultado, precisamos de saber
como combinar a incerteza de cada medicdo.

Considere sem perda de generalidade, Z dependente de X e Y, isto é
Z = f(X,Y). Entdo, se considerarmos que X e Y sdo independentes, o
valor de Z pode ser apresentado na forma

z+ Az

com == f(r0) e o=/ (8 0) (307 + (S n) (B
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Erros Experimentais e sua Propagacao

[Para alunos da Licenciatura em Bioquimica & em Quimica Aplicada]
Exemplo: Suponha que obteve duas medi¢cdes, 5.32 +0.02cm e 0.103 +
0.001s, associadas as grandezas X e Y, respectivamente. Dada a gran-

deza G,
2X

Y2’
o seu valor podera ser apresentado na forma g + Ag com

G=f(X)Y)=

g =2 x5.32/0.103% = 1002.92 cm/s*

Ag = \/ (8—f<x,y>)2 (Aa)? + (Z—i(.y)) (2y)°

2\* da\? 2
N \/(?) (Am) * (_y_3> (Ay) fazendo x:;32,A33:0.021,9'84 cm/s

y=0.103,Ay=0.001
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Regressao Linear Simples

Regressao

‘

E uma técnica estatistica que permite estudar a relacdo entre uma
variavel resposta Y (também designada por variavel dependente) e
uma ou mais variaveis explicativas, 1, x2, ... (também designadas por
variaveis independentes).

Equacao de regressao: Modelo matemdtico que relaciona as varidveis.

Regressao linear simples: modelo com uma varidvel dependente Y, uma
varidvel independente x e a equacdo de regressdo é linear, isto é,

Y =B+ px+e, e~ N(0,0%).

Frederico Caeiro ( - Universidade Nova de Lisboa)



Regressao Linear Simples

Exemplo com dados reais:
m Y - comprimento da tibia de criancas entre 7-12 anos;

m z - comprimento da perna (medido com fita métrica) de criangas

entre 7-12 anos.

nea

PERNA

Figura: Diagrama de dispersdo da medida radiografica da tibia, em fung¢do da
medida clinica da perna (em cm) e recta de regressdo linear estimada. Figura
retirada de ACTA FISIATR 2007; 14(2): 95 - 99.
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Regressao Linear Simples

Y =B+ pz+e,  e~N(0,%.

Observacées:

Bo + 1z é a componente deterministica do modelo;
e ~ N(0,02%) é um erro aleatério;
Os pardmetros [y e (1 terdo de ser estimados a partir dos dados.

Y = By + PB1x + € é também variavel aleatéria. Isto é,

Y|z~ N(Bo+ p z,07)

Célculo do valor médio e vériancia:
E(Y|t)=EBo+prz+elz)=PFo+Prz+EE)=PFo+BPrz+0=5F0+p1
V(Y|z) =V(Bo + B1 = +elz) = V(e) = o2
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Regressao Linear Simples: Estimadores dos parametros

Suponha que se observam um conjunto de n valores da varidvel resposta
Y e da varidvel independente z,

(.Ti,Y;'), i=1,2,...,n,

e que se pretendem usar estes valores para estimar os pardmetros 3y e 51
do modelo de regressao linear simples

Yi = Bo + Bixi + &, g~ N(0,0%), i=1,2,...,n.

Vamos assumir que os erros aleatérios ¢;, para cada elemento amostral
Y;, sdo independentes seguindo todos a mesma distribuicido N (0, 0?).
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Regressao Linear Simples: Estimadores dos parametros

Assim, queremos determinar estimadores g e 51, dos coeficientes da recta
de regressdo 5y e (1, respectivamente, para obtermos a recta estimada
Y = Bo + B

Predicted ¥ = by + b X,
Emor Q=¥, - F = ¥, - (b, +bX)
i

Observed (X,,Y;)

Aos desvios das n observacdes da amostra, ¢; = Y; —Y; = Y; — Bo— Biz;,
i=1,2,...,n, damos o nome de residuos.
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Regressao Linear Simples: Estimadores dos parametros

Usando o método dos minimos quadrados, os estimadores 5y e 31
devem ser obtidos de modo a minimizar a soma do quadrado dos residuos,

n n n

SQ = Zs? = Z(Yi —Y)?= Z(Yi — Bo — Brx)%.

=1 =1 =1

A minimizag3o é conseguida resolvendo, em ordem a 3y e 31, as equagdes,

85 A A
WOQ:O 23 (Yi—Bo—Prxi)=0
= =
aang = =23 2(Yi—Bo—Pr1xi) =0
SYi=nb+ A S fo=Y -z
& _
~ N A z;Y;—nzY
Zx’LYZ = /BOZ‘Q:Z +Bl ng Bl = ZZz?—ni‘Q
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Regressao Linear Simples: Estimadores dos parametros

Observacao: De modo a simplificar a notacdo, podemos escrever:

A SacY
SCEZ

n
S:v:c = Z(xl - T)2 = me - TLT2;
i i=1

Sé devemos fazer estimac3o, através da recta de regressdo, para valores x que
estejam dentro do intervalo das observacoes obtidas para essa varidvel.
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Qualidade do Ajuste

Podemos escrever,

n n R 92 A
SQR:Z&‘ZZ:Z(Y;—Y;;F:SYY— SxY :SYY_ﬂfsacra
i=1 i=1 e

= =2
com Syy =30 (Vi —Y)? =30, Y2 —nY.

Definicdo (Coeficiente de Determinagio)

2
L = 5?5” = Py (0<R?><1).

Bo= = — _ -
Zi:l(Yi - Y)2 YY SxxSYY a o

Esta medida compara a soma de quadrados dos residuos (SQr) do mo-
delo de regress3o linear simples (RLS) com a SQgr do modelo de RLS
com B1 = 0. Quanto mais préximo estiver de 1, maior a importancia de
x na determinagdo do valor de Y. Consideramos o ajustamento razoavel
se R >0.8.
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Regressao Linear Simples: Propriedades dos estimadores

Temos que
A 0‘2 A 0-2 - 2
~ N - ~ N | Bo, .
B <51, Sm> Bo Bo - ;l‘z
Justificac3o:

m B = IY =37, (xé;f)Y ¢ uma combinacao linear de v.a.'s Y;
mdependentes e com distribuicdo normal. Logo ﬁl tem distribuicao
normal.

R n . n .
o () = B( 35 ) = 3 R0y = = 8 =
1= =
V(B)=V _i A ‘il(:r,—x)QV(Yz) Sep 2 _ o2
= = = = — =Xz = =
(/81) Sea Y!s indep Sta S’%xa o
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Regressao Linear Simples: Propriedades dos estimadores

m Cov(Y,51) = Cov(Y, %) = Y7 | (2; — 7)Cov (V;,Y;) = 0

m ComoY e Bl sao independentes e tém distribuicao normal, entdo
Bo também tem distribuicdo normal.

A~ ~

m E(fo) =E(Y) — E(81)T = o+ 51T — /17 = fo

V(o) = V) + 22V (B1) — 22Cov(Y, B1) = = + 72

X
2 -2 2 2 n
o nx o o
n + Sm) nSya ( zz + N ) nSya ( 1%)
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Regressdo Linear Simples: Estimacdo de o

m Como E(SQR) = (n — 2)0?,

6'2 _ SQR

n—2

é um estimador (centrado) de o2.
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Regressao Linear Simples

Resultados fundamentais para a dedug3o de IC e realizagdo de testes de hipdteses

Como geralmente n3o conhecemos o valor de 02, vamos ainda necessitar
dos seguintes resultados

Bo — Bo

~tp_2
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INTERVALO DE CONFIANCA PARA (3

Temos que

P <_tn—2:a/2 < v Smmﬂl — A1 < tn—?:a/Q) =...=

o

=P (/Bl - tn—2:a/2 \/ 5_; < B < Bl + tn—2:a/2 \/ gTi) =l-a

Intervalo de Confianga a (1 — a) x 100% paraf;

IC(1_a)x100%(B1) = [51 - tn—2:a/2\/§zi3 B+ tn-2:a/2 \/%]
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TESTE DE HIPOTESES PARA (3

Hipoteses:
m Hy:$51=a vs. H :01 #a (teste bilateral);
mHy:51<a vs. H :51>a (teste unilateral direito);
mHy:B1>a vs. H :51<a (teste unilateral esquerdo);

Estatistica de teste:

A sob Ho (81 = a)

~ th—2

Regido de rejeicdo do teste, para um nivel de significancia a:
B Ry =] —00;—tp_9a/2] U lty_9:a/2;+00] (teste bilateral);
B Ry =ltn_2.a;+00] (teste unilateral direito);
R

B Ry, =]—00;—th_2.4] (teste unilateral esquerdo);

Decisdo: Rejeitar Hy ao nivel de significancia a se tys € Rq.
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INTERVALO DE CONFIANGCA PARA [

Com base nas seguintes igualdades

Bo — Bo
P _tn—Q:a/Q < T < tn—2:a/2 =...=
52 2ieg 5"’21-

nSzx

A no.2 ~ . noog2
=P (/30 — tn—2:a/2\/ &Q—LGlgif < Bo < Bo+ tn—2:a/2 G2 anfqif )

=1-o,

obtemos o seguinte intervalo de confianga

Intervalo de Confian¢a a (1 — @) x 100% parafy

n 2
D Ty
nSzx

~ n 2
;ﬂO + Z‘;71—2:04/2 G2 2 :|

NSz

IC(1—a)x100%(Bo) = [Bo —tp_2:a/2\/ 2
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Intervalo de confianca para o2

Sabendo que

(n —2)6?
P (XEL—Q:I—Q/Q < T < X%_Q;a/g =...=

:P<<n2—_2>62<(,2<w>:1_a7

— 2
Xn—2;a/2 Xn—2;1—a/2

obtemos os seguintes intervalos de confianca

n—2)62 (n—2)s*
IC(1—a)x1oo%(U2)E l(Z i ) (2 9 ]

Xn—2;a/2 Xn—2;1—a/2

n — 2)62 n—2)62 |
ICH _ayx100%(0) = ( 3 ) ; (2 )
Xn72;a/2 Xn72;17a/2
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Testes de hipéteses para o

Hipdteses:
Hy:0=00 vs Hi:0 # op (teste bilateral);
Hy:0<o0¢ vs H:0 > 0y (teste unilateral direito);
Hy:0>0¢ vs Hi:0 <oy (teste unilateral esquerdo);

Estatistica de teste:

2 S@r _ (n— 2)52 =",
= 5 = ) ~  Xn-2
) )

Regido de rejeicao do teste, para um nivel de significancia « pré-especificado:

R, :]0§X721—2:1—%[ U Ixn—2:9; 400 (teste bilateral);
Ro =1X2_4.0; 0] (teste unilateral direito);
Ro =105 2 o1 4l (teste unilateral esquerdo);
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Anilise (informal) dos residuos.

E importante verificar se os residuos da regressao, ¢, = y; — 9;, 1 = 1,2,...,n,
verificam os pressupostos do modelo (g; iid, ; ~ N(0,02)). Podemos realizar
teste estatisticos para verificar os pressupostos, ou validar de modo informal

através de representacdo grafica.

Cumulative normal probability
o
3

-1.9 -0.9 0.1 11 2.1
Residuals

e

(@)

oo oo o
.
o o

()

()

(d)

Figura: Esquerda: Validagdo informal do modelo normal; Direita: Grafico dos

Residuos contra § (ou z).
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Resumo dos resultados apresentados

~ n _ R — A
5% = 54 Br=Sx =3 Lty fo=V - h
i=1
e 3 o o2 n
Z =80~ N(0,1)| Z = ——Lazbo — ~ N
e Sim1 %
T= VBB by | T= [y st g

IC(I a)x100% /81

5‘ 2
1= th2a/2\ 5 /61+tn 202 ]

G
-1

IC1—a)x100%(Bo) 0 — th—2;a/2 Uz%a ﬁoﬂ"tnfz;a/z\lazznlsiiml]
(n—2)6 (n —2)6?

IC(l a)xlOO% = ) 2 )
Xin— 2;0/2 Xon— 2;1—a/2

ICH_ayx100% (0
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