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CALCULO COMBINATORIO - REVISAO

Nimero de maneiras diferentes de escolher k elementos, de um conjunto

de n elementos:

H4 repeticao?
Sim Nao
Arranjos com rep.: Arranjos:
Interessa | Sim nAl =k A = (n%'k)'
a

ordem? | Nao | Comb. com rep. Combinagdes

_ (ntk—1)! . . !

"Cr = (n—D)kT "Cr = (3) = —(nﬁg)zk!
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CALCULO COMBINATORIO - REVISAO

Sejam A = {ai1,...,a,} e B = {b1,...,by,} conjuntos com n e m
elementos distintos, respectivamente.

Produto cartesiano:

Designa-se por produto cartesiano o conjunto de pares (a;,b;) em que
o primeiro elemento provém de A e o segundo de B e representa-se por
A X B.

O nidmero de elementos de A x B é

#(A X B)=n xm.
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CALCULO COMBINATORIO

Os escritérios de uma empresa est3o equipados com telefones funcionando inter-
namente como extensdes identificadas por uma sequéncia de 3 algarismos, dos
quais o primeiro ndo é zero. Quantos telefones podem ser identificados?

Um centro comercial tem 8 portas. De quantas maneiras distintas se pode

(a) entrar e sair do centro comercial?
(b) entrar por uma porta e sair por outra?

Quatro livros de Matematica, seis de Fisica e dois de Quimica, todos diferen-
tes, devem ser arrumados numa prateleira. Quantas arrumacgdes diferentes s3o
possiveis, se:

(a) os livros de cada matéria ficarem todos juntos?

(b) apenas os livros de Matemadtica ficarem juntos?

Vinte e cinco membros de uma sociedade devem eleger um presidente, um se-
cretario e um tesoureiro. Supondo que qualquer um dos vinte e cinco membros é
elegivel para qualquer dos cargos, quantas sdo as hipdteses distintas de elei¢do?

De quantas maneiras distintas se podera formar uma comiss3o, com trés elemen-
tos escolhidos de entre os vinte e cinco membros de uma sociedade?
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INTRODUCAO A TEORIA DA PROBABILIDADE

Definicdo (Experiéncia aleatéria)

Uma experiéncia aleatéria é uma experiéncia na qual:
— todos os possiveis resultados da experiéncia sdo conhecidos a partida;

— para qualquer realizacdo da experiéncia ndo se sabe, antes desta
ocorrer, qual dos seus possiveis resultados vai acontecer;

— a experiéncia pode sempre ser repetida sob idénticas condicoes.

Exemplos:
m resultado do langamento de uma moeda ao ar (assumindo que n3o
“aterra” de lado!);
m n° de pintas apds o lancamento de um dado;
m o tempo de vida de uma lampada;

m Chave do Euromilh&es.
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INTRODUCAO A TEORIA DA PROBABILIDADE

Definicdo (Espaco de resultados ou universo)

Chamamos espaco de resultados ou universo, e representamos por §2,
ao conjunto de todos os possiveis resultados de uma experiéncia aleatdria.

Exemplos:

m resultado do langamento de uma moeda ao ar (assumindo que ndo
“aterra” de lado!). Q2 = {Cara, Coroa};

m n° de pintas apds o lancamento de um dado. Q = {1,2,3,4,5,6};
m o tempo de vida de uma lampada. Q = {t c R: ¢ >0} = R;
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INTRODUCAO A TEORIA DA PROBABILIDADE

Definicdo (Acontecimento)

Um acontecimento € um subconjunto do espaco de resultados, 2.

Defini¢do (Diagrama de Venn)

Representacdo grafica do espaco de resultados (rectingulo) e de aconte-
cimentos (circulos). No seguinte exemplo, o diagrama apresenta o espago
de resultados (2) e dois acontecimentos (A e B).

Q
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INTRODUCAO A TEORIA DA PROBABILIDADE

m Cada acontecimento formado por apenas um ponto amostral é de-
signado por acontecimento simples ou elementar.

m Ao conjunto @ chamamos acontecimento impossivel

m Ao conjunto €2 chamamos acontecimento certo.

Definigdo (Sub-acontecimento)

A é sub-acontecimento de B, e escreve-se A C B, se e s6 se a realizacdo
de A implica a realizacdo de B.

Definigdo (Acontecimentos disjuntos ou mutuamente exclusivos)

Se AN B = , dizemos que os acontecimentos A e B sdo disjuntos ou
mutuamente exclusivos.
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INTRODUCAO A TEORIA DA PROBABILIDADE

Principais Operacées:

Podemos aplicar as operacdes usuais sobre conjuntos de modo a obter
outros acontecimentos de interesse. As operacdes mais usuais sao:

m A unido de dois acontecimentos A e B, AU B;

m A interseccao de dois acontecimentos A e B, AN B;

m O complementar do acontecimento A, A;

m A diferenca dos acontecimentos A e B, A— B (= AN B);

Diagramas de Venn das principais operagoes:

A A-B

4 zz\ 4 §\ 0 )
S| ¥_A /’
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INTRODUCAO A TEORIA DA PROBABILIDADE

Propriedades importantes:

m AUB=BUA (Prop. comutativa)
ANB=BnNA (Prop. comutativa)

B (AUB)UC=AU(BUCQC) (Prop. associativa)
(ANB)NC=ANn(BNC) (Prop. associativa)

B (AUB)NC=(ANnC)U(BNC) (Prop. distributiva)
(ANB)UC =(AUC)N(BUCQO) (Prop. distributiva)

mA=A (dupla negagdo)

m (AUA)=(ANA)=A (idempoténcia)

m AUB=ANB (Leis de De Morgan)
AUB  (Leis de De Morgan)
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DEFINICAO DE PROBABILIDADE

Defini¢do (Defini¢do classica, ou de Laplace, de Probabilidade)

Se uma experiéncia aleatdria tem a si associado um nidmero finito N
de resultados, mutuamente exclusivos e igualmente provdveis, entdo a
probabilidade de qualquer acontecimento A, P(A), é dada por:

Nao  n° de resultados favordveis a A
N n? de resultados possiveis
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DEFINICAO DE PROBABILIDADE

Exercicio 1: Considere a experiéncia aleatéria que consiste no
langamento de um dado e registo do nimero de pontos da face
virada para cima. Definam-se os acontecimentos:

A - O ndmero é menor que 3; ‘ B - O nimero é par.

Determine a probabilidade de: -
m Ocorrer pelo menos um dos acontecimentos; . ‘
m Ocorrer A e B;
m Ocorrer A mas n3o B;

m N3o ocorrer A.

Exercicio 2: Retiramos ao acaso cinco cartas de um baralho de
52 cartas. Qual a probabilidade de obtermos os quatros ases?

Solugdo: Ex1: 2/3,1/6, 1/6, 2/3. Ex.2: 48/2598960
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DEFINICAO DE PROBABILIDADE

Definicdo (Definicdo frequencista de Probabilidade)

P(A) € avaliada a partir de informagdo existente sobre A, sendo dada
pelo limite da frequéncia relativa com que se observou A, isto é,

P(A) = lim "2,

n—oo M

onde n 4 representa o nidmero de observacées de A e n o nimero de
realizacbes da experiéncia aleatdria.

Para valores elevados de n, P(A) ~ —

Definicdo (Defini¢do subjectiva de Probabilidade)

P(A) resulta da avaliagdo de um especialista no assunto.
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DEFINICAO DE PROBABILIDADE

Definicdo (Definicdo Axiomatica de Probabilidade)

Seja A uma familia de acontecimentos, fechada para as operacdes usuais.
A Probabilidade é uma func¢do cujo dominio é A e que verifica as seguintes
condicbes ou axiomas:
P(A) >0, qualquer que seja o acontecimento A € A;
P(Q) =1,
Se A e B sdo acontecimentos disjuntos, isto €, se AN B =g
entdo P(AU B) = P(A) + P(B).

Esta axiomdtica n3o contempla situagdes em que temos de considerar
uma infinidade de acontecimentos. E usual substituir |3 | por
Se A1, As,...s30 acontecimentos disjuntos dois a dois, entdo
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DEFINICAO DE PROBABILIDADE

CONSEQUENCIAS DA DEF. AXIOMATICA DE PROB.

Sejam A e B dois acontecimentos. Ent3o sdo consequéncias imediatas
dos axiomas os seguintes resultados:

P(@)=0;

Se A C B entdo P(A) < P(B);
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DEFINICAO DE PROBABILIDADE

CONSEQUENCIAS DA DEF. AXIOMATICA DE PROB.

Dados os acontecimentos A4;, i =1,...,n,

P(Uf A;) =P(A U A U...UA,) =

n
=Y P(A) =) P(Ain4y)
i=1 i#j
+ Y PANANAL) — .+ (1) P(N A)
i#j#k

Definicdo (Acontecimentos incompativeis)

Dois acontecimentos A e B dizem-se incompativeis se

P(AnB)=0.
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PROBABILIDADE CONDICIONAL

Realizou-se um ensaio clinico para testar um novo medicamento. Escolheram-
se 200 doentes com a mesma doenca. 100 desses doentes foram tratados
com o novo medicamento e os restantes 100 com o medicamento con-
vencional. Os resultados foram os seguintes:

Melhorou (M) | Nio melhorou (M)
Medicamento experimental (E) 69 31 100
Medicamento convencional (E) 58 42 100
127 73 200

Qual a probabilidade de um doente, escolhido ao acaso,

(a) melhorar?
(b) tomar o medicamento experimental e melhorar?

Qual a probabilidade de um doente, que tomou o medicamento
experimental, melhorar?
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PROBABILIDADE CONDICIONAL

Definicdo (Probabilidade condicional)

A probabilidade condicional de A dado B é

P(ANB)

P(AIB) = =5

P(B) > 0. (1)

Observagdo: Resulta de (1) o seguinte teorema,

Teorema (Teorema da Probabilidade Composta)

Sejam A e B dois acontecimentos tais que P(B) > 0. Ent3o,

P(ANB)=P(A|B)P(B).
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INDEPENDENCIA DE ACONTECIMENTOS

Nalguns casos verifica-se que ’ P(A|B) = P(A) ‘ ou seja, o conhecimento
da ocorréncia de B n3o afecta a probabilidade de A ocorrer.

Definicdo (Acontecimentos Independentes)

Dois acontecimentos A e B dizem-se independentes se e sé se

P(ANB)=P(A)P(B).

Teorema

Se A e B sdo acontecimentos independentes, também s3o independentes
AeB, AeB eainda A e B.
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TEOREMA DA PROBABILIDADE TOTAL

Nota: Dizemos que {Bi, Bs,...,B,} é uma particao do espaco de
resultados, 2, quando B;NB; =@ (i#j) e U, B;=Q.

Q

Teorema (Teorema da probabilidade total)

Seja {Bi1, Ba, ..., B,} uma particao do espaco de resultados 2, com
P (B;) >0, Vi. Dado um qualquer acontecimento A, tem-se

P(A)=P(A|B;)P(B1)+...+ P(A|B,) P(B,)
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TEOREMA DE BAYES

Teorema (Teorema de Bayes)

Seja {Bi1, Ba,...,B,} uma particdo do espaco de resultados €2, com
P (B;) > 0, Yi. Dado um qualquer acontecimento A, com P (A) > 0,

P (A|Bj) P (B;)
P(A)
__ P(AIB;) P(B))
> i1 P(A|B:) P(Bi)

P (B;j|A) =
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ExEMPLO: TESTE DE PE D - 2007/08

Trés maquinas A, B e C produzem botdes, respectivamente, 15%, 25% e 60%
da produc3o total. As percentagens de botdes defeituosos fabricados por estas
maquinas sio respectivamente 5%, 7% e 4%.

Diga, justificando, se a seguinte afirmacdo € verdadeira ou falsa: Se ao acaso,
da producio total de botdes, for encontrado um defeituoso, a probabilidade de
ele ter sido produzido pela maquina B é de cerca de 36%.

Resolugao:

Sejam A, B, C' e D os seguintes acontecimentos:

A - Botdo produzido pela maquina A; B - Bot3do produzido pela maquina B;
C - Botdo produzido pela maquina C; D - Bot3ao com defeito;

De acordo com o enunciado, P(A) = 0.15, P(B) = 0.25, P(C) = 0.6,
P(D|A) =0.05, P(D|B) = 0.07 e P(D|C) = 0.04.

Usando o Teorema de Bayes, P(B|D) = 175/490 ~ 36%.
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VARIAVEL ALEATORIA

Muitos autores apresentam uma definicao simples de varidvel aleatéria.
No livro Murteira et al. (2007)2 podemos encontrar a seguinte defini¢cdo:

Defini¢do (Varidvel aleatéria)

Uma varidvel aleatéria, X, é uma funcdo com dominio 2 e com
contradominio em R. Assim,

X:wel — X(w)eR.

X(w)

FIgU ra: Imagem obtida em
http://archive.cnx.org/resources/64fd28e79e¢27bc8f4d43303ca7d6a27bal3d7f9e /Figure2-1.png

2Murteira, B., Ribeiro, C., Silva, J. e Pimenta, C. (2007). Introducdo 3 Estatistica, 22 edicio. McGraw-Hill.
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VARIAVEL ALEATORIA

Exemplo

Considere a experiéncia que consiste em lancar 2 moedas equilibradas, e
registar as faces que ficam voltadas para cima. O espaco de resultados é

Q2 ={(Ca,Ca),(Ca,Co),(Co,Ca),(Co,Co)}.

Podemos, por exemplo®, atribuir

Q R

~

3Neste exemplo, X = niimero de caras.
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VARIAVEL ALEATORIA

Muitos autores apresentam um definicdo diferente de varidvel aleatéria. Vamos
em breve apresentar essa definicdo.

Definicao

A imagem do acontecimento A por X € o conjunto de valores reais:

X(A) ={X(w) :we A}.

Exemplo:

~

Se A = {(Ca,Ca), (Ca,Co)}, aimagem de A por X é |X(A)={1,2}|
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VARIAVEL ALEATORIA

Definicao
A imagem inversa de D C R por X € o subconjunto de ):

X'D)={we: X(w) e D}.

Exemplo: Sejam D; = {0,2}, Dy =]0,2], D3 = [3,+00] e Dy=]— c0,0].

Ent3o,
m X 1(D;) ={(Ca,Ca),(Co,Co)};
m X YD) ={(Ca,Ca),(Co,Ca),(Ca,Co)};
n X 1(D3) =0
B X Y(Dy) ={(Co,Co)}
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VARIAVEL ALEATORIA

Definigdo (Varidvel aleatéria)

Uma variavel aleatéria X (v.a.) é uma aplicacdo X : Q — R tal que,
X 1-oc0,2)) =4, ={weQ: X (w) <z}, VreR,

€ um acontecimento.

Como
a, z <0
R U {(Co,Co)} 0<zr<1
Ar = X7 =092 = 9 1(Co. Co), (Ca. Co), (Co,Ca)} 1<z <2
Q x> 2

é sempre um acontecimento, X é uma varidvel aleatéria.
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VARIAVEL ALEATORIA

Exemplo de célculo de uma probabilidade:

P(X =1) = P(X"'({1})) = P({(Ca, Co),(Co,Ca)}) = %

Proposicao

Se X1,Xs,...,X,, sdo m varidveis aleatérias e h : R™ — R é uma
fungcdo continua, entdo

Y = h(X1, X2 ..., Xm)

€ uma variavel aleatoria.
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FUNCAO DE DISTRIBUICAO

Definicdo (Funcgdo de distribuigcdo)

Define-se funcao de distribuicdo da varidvel aleatéria X como:

F(z)=P(X <x)=P(X (] —-00,2])) = P{w: X(w) < 2}), VxR

Propriedades da fungdo de distribuicdo:

lim F(z)=0 e lim F(z)=1;
r——+o0

Tr—r—00

F é continua a direita, isto é, lim F(z) = F(a);

z—at

F' ¢ n3o decrescente, isto é, se x <y, F(x) < F(y);
PX=x2)=P(X<z)-P(X<z)=F(z)—-F(z~), VzreR

Nota: F(z7) = lim F(t).
t—xT
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VARIAVEL ALEATORIA DISCRETA

Considere o conjunto de pontos de descontinuidade de F,

D={acR: P(X=a)>0}.

Definicdo (Varidvel aleatéria discreta)

Uma v.a. X diz-se do tipo discreto ou simplesmente discreta se D é
quanto muito numeravel e

P(XeD)=1.

D é designado o suporte de X.
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VARIAVEL ALEATORIA DISCRETA

Defini¢do (Fungdo de probabilidade)

Seja X uma v.a. discreta. Chama-se fun¢do de probabilidade (f.p.) de
X a funcdo definida pelo conjunto dos valores de D e pelas respectivas
probabilidades, isto €, por (z,p,) onde xz € D e p, = P(X = z).

Propriedades da funcao de probabilidade:
(X=2)>0, VaxeD;
> P(X=1z)=1
zeD

Calculo de probabilidades:

P(Xel)=P(XeDnI)= > P(X=u), paraqualquer I CR.
xe(DNI)
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VARIAVEL ALEATORIA DISCRETA

Considere a v.a. X com funcdo de probabilidade. A funcdo de probabilidade
pode ser apresentada de vérias formas distintas:

0 1 2
X{ 0.25 0.5 0.25
0.25, x=0,2
PX=z)= 0.5, r=1

0, outros valores de x.

2
P(X =x)= ( )0.25, x=0,1,2

x
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FUNCAO DE UMA VARIAVEL ALEATORIA

FUNGCAO DE UMA VARIAVEL ALEATORIA DISCRETA

m Seja X uma v.a. discreta com suporte Dx e g uma func3o real de
variavel real, cujo dominio contém Dyx.

m Entdo Y = ¢g(X) é também uma variavel aleatdria.
m O suportede Y é Dy = g(Dx).

m A func3o de probabilidade de Y é

P(Y=y)=P(Xe€A,)= > P(X=1), VyeDy,
TEAy,

onde A, ={x € Dx : g(z) = y}.
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FUNCAO DE UMA VARIAVEL ALEATORIA

FUNGCAO DE UMA VARIAVEL ALEATORIA DISCRETA

Exemplo: Considere a v.a. X com func3o de probabilidade

0 1 2
X{ 0.25 0.5 0.25

eseja Y = (X —1)2. E facil de verificar que Dy = {0,1} e

Py
P(

P(X=1)=05
P(X=0VX=2=P(X=0)+P(X=2)=05

0)
1

)

>~<
|
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PARAMETROS E MOMENTOS

Definicdo (Pardmetro)

Corresponde a uma caracteristica numérica da variavel aleatéria. Pode
ser, por exemplo, uma constante presente na expressao analitica da funcao
de probabilidade, funcdo densidade ou funcdo de distribuicio.

Definicdo (Momentos)

Sdo pardmetros importantes que caracterizam a varidvel aleatéria. Sao
usados para avaliar, por exemplo, a localizacdo, dispersdo ou assimetria
da variavel aleatéria.
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MOMENTOS

Defini¢do (Valor médio)
O valor médio ou valor esperado ou média de uma v.a. X é:

> xP(X =xz) se X é uma v.a. discreta

xeD
p=EX)= com suporte D;
+o00
[ zf(z)dz se X é uma v.a. continua,
—00

se 0 somatdrio ou o integral for absolutamente convergente.

Observacoes:
m O valor médio n3o é necessariamente um valor observavel de X;

m Se considerarmos a distribuicdo de probabilidade correspondendo a massa
de um corpo, a média corresponde ao seu centro de gravidade;

m E uma medida (ou pardmetro) de localizagdo de X.
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MOMENTOS (EXEMPLOS)

Considere a v.a. X com fung¢do de probabilidade

0 1 2
X{ 0.25 0.5 0.25

Ent3o, o valor médio de X ¢é

EX)=0xP(X=0)+1xP(X=1)4+2xP(X =2)=1

Considere a v.a. X com funcdo de probabilidade

0 2 4
X{03 0.5 0.2

O valor médio de X §é

E(X)=0xP(X=0)4+2x P(X =2)+4x P(X =4) =
—0+1+08=138
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MOMENTOS

Definicao

Seja X uma v.a. e g uma fungdo real. Entdo o valor médio de g(X) é:

> g(x)P(X =x) se X é uma v.a. discreta;
€D
E(g(X)) =

[T g(x)f(x)dz  se X éuma v.a. continua;

Observacoes:

m O valor médio sé esta definido se o somatério/integral for
absolutamente convergente;

m A existéncia de E(X) ndo implica a existéncia de E(g(X)).
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MOMENTOS (EXEMPLOS)

Considere a v.a. X com fung¢3do de probabilidade

0 2 4
X{0.3 0.5 0.2

= o valor médio de g(X) = X2 ¢
E(XH)=02xP(X=0)+22xP(X =2)+4>x P(X =4) =
=0x03+4x05+16x0.2=5.2

m o valor médio de g(X) =In(1+ X) é
E(In(14+ X)) =In(1 +0)P(X =0) +In(1 +2)P(X =2) +In(1 + 4)P(X = 4) =
=0.871

= o valor médio de g(X) = 252 ¢é

EEFH) =52 xP(X =0)+ 52 x P(X =2)+ 52 x P(X =4) =
= -2x03-1x05+0x02=-06-05=—11
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MOMENTOS

Proposicao

Sejam X eY varidveis aleatdrias, a e b, constantes reais. Ent3o:
m E(a) =aq;
m E(aX +0) =aE(X) +b;
m E(X+Y)=EX)+E®Y),
= E (g(X) £ h(Y)) = E(9(X)) £ E (h(Y))

Exemplo: o valor médio de g(X

BE(¥54) —=B(AX - 2) = JE(X) - 2
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MOMENTOS: VARIANCIA & DESVIO PADRAO

Definicdo (Varidncia e desvio padrio)

Seja X uma v.a. com valor médio .. Define-se a variancia de X por
0? = V(X) = E((X — n)?).

Ao =+/V(X) chamamos desvio padrao da v.a. X.

Exemplo: Considere a v.a. X com func3o de probabilidade

0 2 4
X { 0.3 0.5 0.2
A varidncia de X é
V(X)=(0-18)°xP(X=0)+(2-18*xP(X =2)+ (4 —1.8)> x P(X =4) =
=(0-18)?%x03+(2-18%x05+(4—1.8>%x0.2=1.96
O desvio padrdode X é 0 =/1.96 =14
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MOMENTOS: VARL&NCIA & DESVIO PADRAO

Seja X é uma v.a., para a qual V(X) < co. Entdo,

V(X)=E(X?) -E*(X).

Exemplo: Considere a v.a. X com func¢3o de probabilidade

0 2 4
X{0.3 05 0.2

A varidnciade X é V(X)=E (X?) - E*(X)=5.2—-1.82=1.96

Proposicao

Seja X uma varidvel aleatdria, a e b, constantes reais. Ent3o:
m V(a) =0;
m V(aX +b) = a?V(X);
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MOMENTOS: OUTROS PARAMETROS RELEVANTES

Defini¢do (Coeficiente de variagdo)

O Coeficiente de variacdo de X, com suporte positivo §, CV = %

Definicdo (Moda)

A Moda, representada por mo, é o valor que maximiza a funcdo de pro-
babilidade ou a funcio densidade de probabilidade, desde que seja tinico.

Exemplo: Considere a v.a. X com func3o de probabilidade

0 2 4
X{o.s 0.5 0.2

O Coeficiente de variagdo de X é CV (X) = v/1.96/1.8 = 7/9 = 0.778
e a moda é 2.
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MOMENTOS: OUTROS PARAMETROS RELEVANTES

Definicdo (Coeficiente de assimetria)

B((X —pn)*)

1=
g o3

vy, =-0.47

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

yi = 0.47
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MOMENTOS: OUTROS PARAMETROS RELEVANTES

Definicdo (Coeficiente de achatamento ou kurtosis:)

_ 4
e By

Nota: A o — 3 chamamos excesso de kurtosis.

Exemplo: Considere a v.a. X com func3o de probabilidade

0 2 4
X{o.s 05 0.2

Temos

E(X —1.8)%) =0384, E((X —1.8)*% =17.8352,
v =0.1399 o = 2.0396

Nota: Podemos também calcular o numerador da férmula de 1 e 2 usando os resultados E((X — ;1.)3) = E(X3) —
BuB(X?) +2u3, E(X — ') = B(X*) —4pBE(X3) + 2% + 6p2 B(X?) — 3t
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Par aleatério

Sejam X, X», ..., X, pvaridveis aleatérias. Entdo X = (X1, Xo,..., X))
é um vector aleatério de dimensdo p. Vamos restringir-nos apenas aos
vectores aleatdrios com dois elementos (p = 2), ditos pares aleatdrios,
representados por (X,Y).

Definicdo (Par aleatdrio discreto)

(X,Y) é um par aleatério discreto se e s6 se X e Y sdo varidveis
aleatdrias discretas.

Entdo, o conjunto (suporte)
D= {(z,y) eR*: P(X =2,Y =y) >0}

é, quando muito, numeravel e P((X,Y) € D) = 1.
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Par aleatério

Definicdo (Fungdo de probabilidade conjunta)

Seja (X,Y) um par aleatério discreto tomando valores no conjunto
D={(z,y) €R?: P(X =2,Y =9)>0}.

Chamamos fun¢ao de probabilidade conjunta (f.p.c.) de (X,Y) a
funcdo:
P(X=zY=y), V(z,y) R

Propriedades da funcao de probabilidade conjunta:
R 0<P(X=2Y=y) <1, ¥y

B > PX=zY=y=1
(z,y)eD
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Par aleatério

Exercicio: verifique se

T+ 2y

l‘:—l,l, y:172737

¢ uma funcio de probabilidade.

Observacao: Quando o conjunto D é finito e tem dimens3o pequena,
podemos representar a fungdo de probabilidade conjunta (f.p.c.) numa
tabela.

Exemplo: Seja (X,Y) um par aleatério discreto com a seguinte f.p.c.:

X\Y 0 1 2
0 1/4=p(x=0,vy=0) 1/8=pP(x=0v=1) O=prx=0v=2)
1 1/8=pP(x=1,v=0 1/8=pP(x=1,v=1) 1/8=pPx=1v=2)
2 O=pPx=2v=0) O=pPx=2vy=1 1/4=p(x =2,y =2)
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Par aleatério

Calculo de probabilidades: Para qualquer I C R?,

P((X,Y)e)=P((X,Y)e(DNI)=Y_ > PX=zY=y).
(z,y)€(DNI)

Defini¢do (fun¢do de probabilidade marginal)

Dado um par aleatdrio discreto (X,Y’), definimos a funcdo de probabilidade
marginal de X como

=a)=) P(X=aY =y),
Yy
e a funcao de probabilidade marginal de Y como

=Y P(X=u1Y=y).

Nota: Nos somatdrios anteriores, basta considerar valores x e y tais que (x,y) € D.
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Par aleatério

Definicdo (Fung3o de probabilidade condicional de X dado Y = (fixo))

P(X =z|Y =y) = se P(Y=y)>0.

De modo andlogo, podemos definir a funcao de probabilidade condici-
onal de Y dado X = z.

Asv.a.’s X e Y dizem-se independentes se e s6 se,

PX=z,Y=y)=PX=x)PY =y), V(zy) R

Nota: E suficiente verificar a definicio anterior para qualquer (z,y) € D.
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Par aleatério

Exemplo: Seja (X,Y’) um par aleatério discreto com a seguinte f.p.c.:

X\Y| o 1 2

0 /4  1/8 0 |3/8

1 1/8 1/8  1/8 |3/8

2 0 0 1/4 |1/4
3/8 1/4 3/8

Qual a probabilidade de X ser maior que Y7

Calcule P(X <1,Y > 0).

Determine a fung¢do de probabilidade de X|Y = 2 e calcule
E(X]Y =2).

X e Y s3o v.a.’s independentes? Justifique a sua resposta.
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Momentos de vectores aleatdrios

Seja (X,Y) um par aleatério e g : R? — R uma funcdo. Define-se o
valor médio ou valor esperado ou média de g(X,Y") como:

(Y3 g, y)P(X =2,V =y) seX eY sdo
(z,y)€D
v.a.’s discretas;
E(g(X,Y)) =
—+o00 +00
[ [ g(z,y)fxy(z,y)dzdy se X eY sio
—0o0 —O0
\ v.a.’s continuas;
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Momentos de vectores aleatdrios

Covariancia

Defini¢do (Covariancia)

Seja (X,Y) um par aleatério. Define-se covariancia entre X e Y por:

Cov (X,Y) = E[(X - E(X)) (Y - E(Y))],

Proposicao

Caso exista a Cov(X,Y), esta pode ser calculada através da férmula:

Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y).

Proposicao

Se X eY sio independentes, E(XY) = E(X)E(Y) e Cov(X,Y) = 0.
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Momentos de vectores aleatdrios

Covariancia

Interpretacao da Covariancia

L

E(¥)

-

E(X)

Figura: Fonte: http://www.math.uah.edu/stat/expect/Covariance.png
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Momentos de vectores aleatdrios

Covariancia

Proposicao

Sejam X,Y e Z v.a.’s, a e b, constantes reais. Entdo:
Cov(X,Y) = Cov(Y, X);

Cov(X, X) =V (X),

Cov (X +Y,Z)=Cov(X,Z)+ Cov (Y, 2);

Cov (aX +b,Y) = aCov (X,Y).

Teorema

Sejam X e Y varidveis aleatdrias. Entdo,

V(X £Y) = V(X) 4+ V(Y) + 2Cov(X,Y)
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Momentos de vectores aleatdrios

Coeficiente de Correlacdo

Definigdo (Coeficiente de correlagdo)

Define-se o coeficiente de correlacdo de (X,Y") por

Cov(X,Y)

PN = vy

Propriedades:
-1 <p(X,)Y) <1
mp(X,Y)=1seesése P(Y=a+bX)=1,sendoaeb
constantes reais;
m Se X e Y sdo v.a.'s independentes, p(X,Y) = 0.
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Momentos de vectores aleatdrios

Coeficiente de Correlacdo

Interpretacao da Correlacao

Perfect High Low High Perfect
Paositive Positive No Negative Negative Negative
Correlation Correlation Correlation Correlation Correlation Correlation Correlation
i [}
: [ S
" g o i ‘ S ;. f
o e + = - ot — 5 o
o i = o - « ° b ° u“ i ’ ° g
1 0.8 0.3 0 -0.3 -0.8 -1

Figura: Fonte: https://www.mathsisfun.com/data/images/correlation-levels.gif

Observacdao: Como regra empirica, podemos considerar que existe forte
relagdo linear positiva (negativa) entre X e Y se p(X,Y) > 0.7 (p(X,Y) <
—0.7).
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DISTRIBUICAO UNIFORME DISCRETA

Definicdo (Distribuicdo uniforme discreta)

Dizemos que a varidvel aleatoria X segue uma distribuicio Uniforme
Discreta de parametro n e escrevemos X ~ Unif(n) ou X ~ U(n), se
a fungdo de probabilidade de X é dada por:

1 2 1
X{l 1 711 ou PX=z)=-, z=1,...,n.
n o n n n
1— . = =8 @ . = =
M
0 1 2 n
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DISTRIBUICAO UNIFORME DISCRETA

Proposicao

Seja a v.a. X ~U(n). Entéo,

=

F(z) =

3|

-
K
IV
3

Proposicao

Seja a v.a. X ~ U(n). Entéo,

n+1 n2—1
E(X) = 5 V(X) 5

Frederico Caeiro (¥ 1
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DISTRIBUICAO UNIFORME DISCRETA

Exercicio: Seja X a varidvel aleatéria que representa
o nimero de pontos que saem no langamento de um
dado equilibrado, com as faces numeradas de 1 a 6.
Temos entdo, X ~ U(6);

Determine, BN 4
. L Y
m B(X)eV(X); g
m o coeficiente de assimetria;
m a probabilidade de sair um ndmero maior ou igual
ab.

Soluggo: E(X) =17/2 = 3.5, V(X) = (62 —1)/12 =35/12,v; =0, P(X > 5) = 2/6 = 1/3,
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DISTRIBUICAO HIPERGEOMETRICA

EXEMPLO

m Num aqudrio existem 9 peixes, dos quais 5 estdo saudaveis (S) e
os restantes 4 estdo doentes (D).

m Considere a experiéncia aleatdria: extraccao ao acaso e sem
reposicao de 3 peixes e registo do seu estado de saude.

m Associada a esta experiéncia aleatdria, considere a variavel aleatéria

X - nlmero de peixes sauddveis na amostra extraida de 3 peixes.

Determine a func3o de probabilidade de X.
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DISTRIBUICAO HIPERGEOMETRICA

Defini¢do (Distribuicdo Hipergeométrica)

Considere:
m uma populagcdo com N elementos;

m M elementos possuem determinada caracteristica e os restantes
(N — M) ndo a possuem (dicotomia);

m a experiéncia aleatdria que consiste em seleccionar ao acaso e sem
reposicao n elementos (amostra).

Considere a v.a. X - n° de elementos com a caracteristica, na amostra
seleccionada sem reposicdo. Esta v.a. X tem fungdo de probabilidade,

MY\ (N—M
(i) Ca)
)
n
e diz-se ter distribuicio Hipergeométrica de pardmetros (N, M,n) e
usamos a notagdo X ~ H(N, M, n).

P(X =k) = mazx(0, M +n — N) < k <min(M,n).
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DISTRIBUICAO HIPERGEOMETRICA

Observacdo: Considere a v.a. X ~ H(N, M,n). Ent3o:

E(X)=nf;  V(X)=ngaig= (N = M)(N = n);
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DISTRIBUICAO DE BERNOULLI

Defini¢do (Prova de Bernoulli)

Experiéncia aleatdria com dois possiveis resultados (“Sucesso” ou “Insucesso” ).

Defini¢cdo (Distribuicdo de Bernoulli)

Seja X a v.a. que toma o valor 1 se o resultado da experiéncia é “Sucesso” e 0
se é “Insucesso”, traduzindo a dicotomia dos resultados. Denotando
p = P(“Sucesso”) > 0, a funcdo de probabilidade de X é:

0 1
X , 0<p<1
{1—19 D b

Dizemos que X segue uma distribuicio de Bernoulli de pardmetro p e
escrevemos X ~ Ber(p).

Proposicao
Seja a v.a. X ~ Ber(p). Entdo: E(X)=p e V(X) =p(l —p).
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DISTRIBUICAO BINOMIAL
EXEMPLO

Exercicio: Num determinado percurso de avido, a probabilidade de uma
pessoa qualquer que ai viaje pedir uma refeicado vegetariana é de 0.2.
Supondo que em determinado dia viajam 10 pessoas no avido, calcule a
probabilidade de:

(a) Ninguém pedir refeicdo vegetariana.

(b) Todos pedirem refeicdo vegetariana.
(c) Pelo menos uma pedir refeicdo vegetariana.
(d) Duas pessoas pedirem a refeicdo vegetariana.
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DISTRIBUICAO BINOMIAL

Definicdo (Distribuicdo Binomial)

Considere uma sucessio de provas de Bernoulli independentes, onde em
cada prova a probabilidade de “sucesso”, p, € constante. A v.a.

X = “ndmero de sucessos em n provas de Bernoulli”

segue uma distribuicio Binomial de pardmetros n e p, e escrevemos
X ~ B(n,p). A fungcio de probabilidade é:

P(X =k) = (Z) PFA—p*F  k=01,....n O<p<l
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DISTRIBUICAO BINOMI

P(X=k)

P(X=K)

0.30 0.20
A Bin(20,0.15) = Bin(20,0.5) =« Bin(20, 0.7) A Bin(50, 0.15) = Bin(50,0.5) e« Bin(50, 0.7)
0.25 -
A 4 A
0.15 4 A
A
0.20 | . .
A - A .
" . * A " .
0154 0.10 o R -
0.10 - A *
R . .
[ L] 0.05
0.05 - . N . A A . -
- N ) N A AA . .'.-
0.00 -1 = £ p sy * 0.00 44 pemnzbllissy Lpanat ; t
0 5 10 15 20 0 10 20 30 40 50

Considere a v.a. X ~ B(n,p). Entdo,
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DISTRIBUICAO BINOMIAL

Teorema (Propriedade aditiva da distribui¢do Binomial)

Sejam X1, Xo,...,X,,, m v.a.’s independentes tais que X; ~ B(n;,p),
i=1,...,m. Entdo, a soma

Sm=X1+X2+...+Xm:ZXi
tem também distribuicdo Binomial, isto é€,

m
S :ZXZ- ~ Bni+...4+nm,p).
i=1

Diferenca entre as distribuicées Hipergeométrica e Binomial
m Hipergeométrica: Sucessivas extrac¢bes nao sio independentes;

m Binomial: Sucessivas extrac¢bes sdo independentes;
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APROXIMAGAO DA HIPERGEOMETRICA PELA BINOMIAL

Exemplo: Num lago com N = 1000 peixes, M = 50 estdo sauddveis e os res-
tantes N — M = 950 ndo estio saudaveis.

Seja X o nimero de peixes sauddveis  Seja Y o niimero de peixes saudaveis

numa amostra de n = 30 peixes, ex-  numa amostra de n = 30 peixes, ex-
traidos ao acaso sem reposicao. traidos ao acaso com reposicio.
Entdo X ~ H (1000, 50, 30) Entdo V' ~ B(30,0.05)

il

("o

)

30

) = 0.04386 PY=4)= (4

>0.0540.9526: 0.04514

Aproximacado da distribuicdo Hipergeométrica pela Binomial: Seja X ~
H(N,M,n). Se % < 0.1 (o tamanho da amostra for muito pequeno, em relagdo
ao tamanho da populaggo), podemos aproximar a fungio de probabilidade (f.p.)
de X pela f.p. da distribuicdo B(n,p = M/N).
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DISTRIBUICAO GEOMETRICA
EXEMPLO

42 A probabilidade de um atirador acertar no alvo é 0.6. Calcule a
probabilidade de:
(a) em cinco tiros, acertar trés.

(b) acertar pela terceira vez ao quinto tiro.

(c) serem necessarios exactamente 10 tiros para acertar um.

(d) necessitar de, pelo menos, 4 tiros para acertar 2.

Solugdo: 0.3456, 0.20736, 0.000157, 0.352
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DISTRIBUICAO GEOMETRICA

Definicdo (Distribuicdo Geométrica)

Considere as seguintes condicdes:

Realizamos uma experiéncia aleatdrias com dois possiveis
resultados:

m sucesso com probabilidade p (constante);
m insucesso com probabilidade 1 — p;

Repetimos a experiéncia aleatdria até ocorrer o primeiro sucesso;
Os resultados das experiéncias sdo mutuamente independentes;

Entdo, a v.a.
X = “ndmero de experiéncias necessarias até ocorrer o primeiro sucesso”

tem distribuicio Geométrica de pardmetro p, e escrevemos X ~ G(p).
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DISTRIBUICAO GEOMETRICA
Definicdo (Fun¢do de probabilidade)

A funcdo de probabilidade é:

P(X =z)=p(1—p)°1, x=1,2,..., 0<p<l1

Proposi¢do (Fung¢do de distribuigdo)

A funcdo de distribuicdo é:

[2]
Fz)=P(X<12)=)Y P(X=j)=1-(1-p), 2>1, 0<p<l.
=1
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DISTRIBUICAO GEOMETRICA

G(0.25) G(0.5)
0 0
o o
< <
o o
™ | @]
e - o
Il Il
x x
Ny [N
S S
— —
= | S
S , I | I I | ! Lo, o . | l 14
° 0 5 10 15 20 © 0 5 10 15 20
X X

Figura: Fung3o de probabilidade de uma v.a. G(p), com p = 0.25 (esquerda) e
p = 0.5 (direita)
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DISTRIBUICAO GEOMETRICA

Considere a v.a. X ~ G(p). Entao,

Como os resultados das experiéncias sdo independentes, a contagem do
nimero de experiéncias necessarias até ao préximo sucesso pode ser re-
comecada em qualquer experiéncia, sem que isso altere a distribuicdo da
variavel aleatdria.

Proposicdo (Propriedade da falta de meméria)

Para qualquer k > v, P(X > k|X >v)=P(X >k —v).
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DISTRIBUICAO DE POISSON

Definicdo: Processo de Poisson

Seja X a varidvel aleatdria que conta o nimero de ocorréncias de um aconte-
cimento num dado intervalo de tempo* de duracdo t . Temos um processo de
Poisson de pardmetro A > 0, quando:

A probabilidade p de ocorrer exactamente um acontecimento num intervalo
de amplitude arbitrariamente pequena d é proporcional a sua durag3o, isto
é, p= A\,

A probabilidade de ocorrer mais do que um acontecimento num intervalo
de amplitude arbitrariamente pequena é aproximadamente igual a zero;

O ndmero de acontecimentos que ocorrem em dois intervalos disjuntos sdo
independentes.

O ndmero de ocorréncias em dois intervalos com a mesma duracdo, tém a
mesma distribuicdo.

*podemos considerar outra unidade de medida: 4rea, comprimento, volume, etc.
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DISTRIBUICAO DE POISSON

Funcdo de probabilidade do processo de Poisson

Seja X (t) o nimero de ocorréncias de um acontecimento num dado in-
tervalo de tempo de duracdo t. Entdo:

P(X(t)::c):e_’\t%, r=0,1,2,..., A>0.

Nota:

m Num processo de Poisson, os acontecimentos acorrem a uma taxa
média A, por unidade de tempo.

s E(X(1) =M, V(X(t))=A\t.
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DISTRIBUICAO DE POISSON

Exemplo (p. 47): Num processo de fabricacdo de placas de vidro
produzem-se pequenas bolhas que se distribuem aleatoriamente pelas pla-
cas, com uma densidade média de 0.4 bolhas/m?. Admitamos que X (t)
regista o niimero de bolhas observadas em placas com ¢t m? e que X (t)
é um processo de Poisson de pardmetro A = 0.4 bolhas/m?.

Determine a probabilidade de, numa placa com 4.5m?, haver pelo menos
uma bolha.
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Distribuicao de Poisson

Distribuicdo de Poisson

A varidvel aleatéria X segue uma distribuicado de Poisson de parametro
A, e escrevemos X ~ P()), se a fungdo de probabilidade de X é:

)\w

— — L
P(X=z)=e mE

£=0,1,2,..., A>0.

Teorema (Propriedade aditiva da distribuicdo de Poisson)

Sejam X1, Xo, ..., X, varidveis aleatérias independentes com
distribuicdo Poisson, X; ~ P()\;), i =1,...,n. Entdo,

Sn=)_ Xi~Pi+...+ )
=1
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DISTRIBUICAO DE POISSON

P(2) P(10)

|||HH|||||.
5 10 15
X

Figura: Fung3o de probabilidade de uma v.a. P(\), com A = 2 (esquerda) e
A = 10 (direita)

P(X=k)
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30
s
P(X=k)

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30
.

0 20

o
(9]
[
o
=
ol

20

Frederico Caeiro ( - Universidade Nova de Lisboa)



DISTRIBUICAO DE POISSON

Aproximacao da distribuicao Binomial pela distribuicao de Poisson

Seja X uma v.a. tal que X ~ B(n,p). E possivel de verificar que

: ny 2 (n—x) -2 A*
lim p*(1—p) =e"—, x=0,1,2,...
np—\

Ent3o, caso n > 50 e np < 5, podemos aproximar a distribuicdo
Binomial pela distribuicdo de Poisson com A = np, isto é, podemos

usar a aproximacdo da funcdo de probabilidade

(n>P’”<1 ) e B

T z!
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DISTRIBUICAO DE POISSON

Aproximacao da distribuicao Binomial pela distribuicao de Poisson

Exemplo: Numa feira popular a probabilidade de uma pessoa contrair
uma intoxicacdo alimentar é de 0.0005. Determine a probabilidade de,
em 300 pessoas, 2 ficarem intoxicadas.

m Considere a v.a. X = nldmero de pessoas que contraem uma
intoxicacdo alimentar na feira, entre as 300 pessoas.
= X ~ B(300,0.0005);

m P(X =2) = (%°)0.00052(1 — 0.0005)3°°=2 = 0.009659984 (valor
exacto);

m P(X =2) ~ e 015 0152 — (,009682965 (valor aproximado);

Nota: Sé devemos usar a aproximagdo quando n3o conseguimos calcular
o valor exacto da probabilidade.
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VARIAVEL ALEATORIA CONTINUA

Definicdo (Varidvel aleatéria continua)

Uma v.a. X diz-se do tipo (absolutamente) continuo ou simplesmente
continua se
D={aeR: P(X =a) >0} =09,

e se existe uma funcdo ndo negativa, f, tal que para I C R,
P(Xel) = /f(x)dm.
I

A funcdo f chamamos funcao densidade de probabilidade ou simples-
mente funcao densidade.

Notas:
m Ao conjunto S = {x € R: f(x) > 0} é chamado suporte de X.
m F(z)=P(X <z)=P(X €] — 0o, z]).
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VARIAVEL ALEATORIA CONTINUA

Propriedades da funcao densidade de probabilidade:
f(x)>0, VreR;
fj';of(az) de = 1.

Observacoes:

m Por definigdo, f(x) = (:1: nos pontos onde existe derivada. Se
ndo existir derivada, f(z) =

m Pla SXSb)zfaf(m) dx = F(b) — F(a)
B Pla <X<b)=Pla<X<b)=Pla< X<b)=Pla<X<b), a <b.

m P(X=2)=0, VzeR
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VARIAVEL ALEATORIA CONTINUA

A definicdo de momentos de varidveis aleatdrias continuas, encontra-se
atras, nos slides referentes a varidvel aleatdria discreta. Apresentamos
resumidamente os principais resultados:

m Valor médio de X:

m Valor médio de uma fungdo de X:

“+o00

B(g(X)) = / o) (2)de

—0o0

Observacao: Todas as propriedades do valor médio e varidncia, anteri-
ormente apresentadas, continuam a ser validas.
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OUTROS PARAMETROS RELEVANTES

Definicdo (Quantil)

O quantil de ordem p, gy, da v.a. X é a solugdo da equagdo

F(gp)=p & PX<q)=p

P 1-p

Quantil
Q

Figura: Quantil ¢, de uma v.a. continua.
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OUTROS PARAMETROS RELEVANTES

Observacdes:

m Se X é uma v.a. continua e F tem funcido inversa F~! a equacio
é equivalente a

Flg)=p < ¢q=F'p), 0<p<l;

m Se X é uma v.a. discreta, a equagdo F(gy) = p sé tem solucdo
para alguns valores de p;

m Caso a equagdo F(g,) = p ndo tenha solugdo, consideramos
¢p = min{z : F(z) > p}.

Definicdo (Mediana)

E o quantil de ordem p = 1 /2. Costuma-se representar por med(X).

Definicdo (Quartis)

S30 os quantis de ordem p = 0.25, 0.5, 0.75, isto €, qo.25, Go.5 € §0.75-
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Distribuicao Uniforme Continua

Defini¢do (Distribuicdo Uniforme Continua)

X segue uma distribuicdo Uniforme no intervalo [a,b], e escrevemos
X ~ U(a,b), se a funcdo densidade de probabilidade de X for igual a

1
flay={ Fa» =T=h
0, caso contrario

Nota: Sea =0 e b= 1, temos a distribuicdo Uniforme standard (ou padrio).

f(@)

L
b—a

: y .
‘ a b x ‘ a b x

Figura: Func3o densidade de probabilidade (esquerda) e funcio de distribuicdo
(direita) de uma v.a. X ~ U(a,b).

Frederico Caeiro ( - Universidade Nova de Lisboa) 89 / 117



DISTRIBUIGAO UNIFORME CONTINUA

A U(a,b) é utilizada para caracterizar uma varidvel que varia aleatori-
amente num intervalo limitado. Quaisquer dois sub-intervalos de [a, b],

com a mesma amplitude, tém a mesma probabilidade de conter uma
observacio.

Considere a v.a. X ~ U(a,b). Entdo:

m B(X) = 2
b—a)?
m V(X) = &2,
0, T <a
mFx)=¢ =5, a <z <D
1, xr>b
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DISTRIBUIGAO UNIFORME CONTINUA

Exercicio: Numa paragem de autocarro, o tempo de espera de um pas-
sageiro pelo préximo autocarro, é uma varidvel aleatéria continua, X,
uniformemente distribuida entre 0 e 12 minutos.

(a) Qual a probabilidade de uma pessoa esperar mais do que 10
minutos pelo préoximo autocarro?

(b) Qual o tempo médio de espera pelo préximo autocarro?

(c) Determine o desvio padréo de X.

(d) Determine o coeficiente de assimetria de X.

(e) Determine o valor de w, sabendo que 5% das pessoas, espera mais

do que w minutos pelo préximo autocarro.

Solugdo: (a) 0.2 (b) 6 minutos  (c) 2v/3 minutos (d) 0 (e) w = 11.4 minutos
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DISTRIBUICAO EXPONENCIAL

Defini¢do (Distribuicdo Exponencial)

X tem distribuicao Exponencial de parametro )\, e escrevemos X ~
Exp(a,6), se a sua fungdo densidade probabilidade for dada por:

1 o—(@=0a)/s
_ 5 € , T >,
f(z) { 0. r<a acR, §>0.

Proposicao

Seja X ~ Ezp(a,d). Entdo,

0, z < q,
Flz) :{ 1= e/ 55
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DISTRIBUICAO EXPONENCIAL

Coeficientes importantes: ‘E(X) =a+ 5‘ e |V(X)=0d%|

Proposicdo (Relagdo entre as distribui¢des Exponencial e Poisson)

Considere um acontecimento que ocorre de acordo com um Processo de
Poisson de parametro )\, por unidade de tempo. Entdo, o tempo até a
primeira ocorréncia e o tempo entre duas ocorréncias consecutivas tém
distribuicdo Exp(0,1/)\).

Teorema (Propriedade da falta de memdria da distribuigdo Exponencial)

Seja X ~ Exp(0,0). Entao,

P(X >s+tX >s)=P(X >1).
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Distribuicao Normal

Definicdo (Distribuicdo Normal)

A varidvel aleatéria X diz-se seguir uma distribuicdo Normal (ou Gaus-
siana) de pardmetros i e o°, e escrevemos X ~ N (u,0?), se a sua funcdo
densidade probabilidade for dada por:

_ (z—p)?

flz) = 72— e 27, zeER, peR, o>0.

2no

A Funcdo de distribuicdo de X ~ N(u,c?), é definida pelo integral

x ) —(t_‘f)2
F(x) = Tors © 202 dt,
—0

para o qual ndo se conhece solucao analitica.
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Distribuicao Normal
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Figura: Func3o densidade (esquerda) e fun¢do de distribuicdo (direita) de
X ~ N(M, 0'2). Figuras retiradas de https://en.wikipedia.org/wiki/Normal distribution

Proposicao

Seja av.a. X ~ N(u,0?). Entao,
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Distribuicao Normal

Teorema

Se X ~ N(p, 02) e a, b sdo constantes reais, com a # 0, entao,

Y =aX +b ~ N(ap+b,a%c?),

X_
7 = H

~ N(0,1). (Normal Reduzida)

E usual representar as funcdes densidade de probabilidade e de distribuicdo
da Normal Reduzida por ¢ e ®, respectivamente.

No caso particular da Normal Reduzida, os valores da func¢do de distri-
buicdo ®(z) = P(Z < z) encontram-se tabelados.
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Distribuicao Normal

Teorema

Sejam X1, X, ..., X, varidveis aleatorias independentes tais que
2 o
XiNN(,ui,ai), 1=1,2,...,n.
Considerando as constantes ay,ao, . .., a,, com algum a; # 0, temos:

Y=CL1X1+---+aanNN(MY7U32/)

onde

n n
py = FE (Z aiXi) = Zaiui = a1l + ...+ Gnlin
=il

i=1
n n
2 2 2 2 2 2 2
oy = V(E aiXi> = E a;o; = ajoy +...+a,o0,
i=1 i=1
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Distribuicao Normal

Corolario

Sejam X1, Xo, ..., X, varidveis aleatdrias independentes tais que

X; ~ N (p,0%), i=1,2,...,n.

Temos:
Y = X1+ Xo+...+ X, ~ N (np,no’?),

X =

X1 +Xo+...+ X, ( 02)
~ N | p, :
n n
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Distribuicao Normal

[1° teste de Estatistica, 23 de Novembro de 2013]

4. Numa populagdo, o nivel de colesterol em adultos (medido em mg/dl)
é uma variavel aleatéria, X, com distribuicao Normal com parametros
w=225e0="75.

(Extra) Calcule P(X < 200) e P(X < 350).
(a) Calcule a P(200 < X < 350). [o.5828)

(b) Qual é o valor de colesterol, a partir do qual se encontra 2.5% da
populagdo adulta com colesterol mais elevado? [371.9973]

(c) Trés adultos realizaram andlises ao sangue para medir o nivel de co-
lesterol. Qual é a probabilidade da média dos niveis de colesterol dos
trés adultos ser inferior a 230. (Assuma que o nivel de colesterol no
sangue é independente de pessoa para pessoa) [o0.546]
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Distribuicao Normal

[1° Teste de Probabilidades e Estatistica D 2005/06]

Um foguete espacial é constituido por 3 partes distintas, cdpsula, corpo e
depositos. Representem as v.a.’s X, Y e W o peso da cdpsula, o peso do
corpo do foguete e o peso dos depdsitos, respectivamente, em toneladas.
Sabe-se que X ~ N(5,1), Y ~ N(10,2%) e W ~ N(7,22), sendo as trés
varidveis independentes entre si.

Qual a probabilidade de o peso da cdpsula estar compreendido
entre 3 e 7 toneladas? [0.9544)

Qual o peso h que o corpo do foguete ultrapassa em 2.5% das
vezes? [13.92]

Qual a probabilidade de o peso da cdpsula mais o peso dos
depositos excederem o peso do corpo do foguete? [o.74s6]
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Distribuicao Qui Quadrado

Definicdo (Distribuicdo do Qui Quadrado)

Uma varidvel aleatéria X tem distribuicido Qui-quadrado com n graus
de liberdade, e escrevemos X ~ X2, se a sua funcdo densidade de proba-
bilidade for dada por:

0, <0
flx) = Wefz/an/Qfl’ >0

Fungéo densidade do Qui Quadrado

06 08 10

00 02 04

Figura: Fung3o densidade de probabilidade de uma v.a. X ~ x2.
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Distribuicao do Qui Quadrado

Proposicao

Considere a v.a. X ~ x?2. Entao,

EX)=n e V(X)=2n.

Teorema
Sejam X1, Xo,..., X, v.a.’s independentes com distribuicdo N (0, 1).
Entao,

Y=XI+X3+...+ X2~ X2
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Distribuicao t de Student

Defini¢do (Distribuicdo t de Student)

Sejam X ~ N(0,1) e Y ~ x2, com X e Y independentes. Entio a
seguinte varidvel aleatdria:

_ X
VY/n

tem distribuicdo t-student com n graus de liberdade e escrevemosT' ~ t,,.
A sua fung¢do densidade probabilidade é dada por:

r (=)
T (3) o

f(z) = (14 22/n)~(+D/2 g eR.
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Distribuicao t de Student

Fungao densidade

Figura: Fung3o densidade de probabilidade de uma v.a. X ~ t,,.

Proposicao

Seja X ~ t,,. Entdo,
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Teorema Limite Central

Teorema (Teorema Limite Central)

Seja X1, Xo ..., uma sucessdo de v.a.’s independentes e identicamente
distribuidas (i.i.d.), com valor médio i e varidncia o # 0, finitos. Con-
n
. , n - A, ¢ .
sidere as v.a.’s | S, = Zi:l X;| e | X, = ===\ Entdo,

lim P <S"_”“ < m-”#) - & (I—np,)

n—r00 Vno = /no Vno
g Xn—p o x=p | _ o
lim P (Dot < 2 ) — o ()
ou seja
Sn—E(S,)  Sp—np X, —p o,
= 2 N(0,1 2 N(0,1),
V(Sn) Vo OD e S TN

quando n — Q.
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Teorema Limite Central

m O Teorema Limite Central é um resultado muito importante, pois
permite calcular aproximadamente as seguintes probabilidades

P(S,<z)=P (S%Z“ < "”]%ZL) . (?ﬁ)

PO <0 = P (G < i) = @ (57%)

m Na prética, usamos o Teorema Limite Central quando temos
n > 30.
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Teorema Limite Central

Exemplo

Num estudo sobre vendas num hipermercado, concluiu-se que a procura
didria de arroz é uma v.a. com valor médio 40kg e desvio-padrao 5kg.

Tendo sido encomendado 14500kg de arroz para venda no préximo ano,
qual a probabilidade deste stock cobrir a procura de arroz nesse periodo?

Nota: considere que o hipermercado esta aberto 364 dias.
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Teorema Limite Central

Corolario

Seja X uma v.a. com distribuicio Binomial de pardmetros n e p, isto
é X ~ B(n,p). Sen > 30 ep tal que np >5 en(1l —p) > 5, entdo:

X —np

Vet Y

Corolario

Seja X uma v.a. com distribuicdo Poisson de pardmetro A, isto é,
X ~ P(\). Se A > 5, entdo:
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Geracao de nimeros pseudo-aleatdrios

Simulac3o

Simulac3o

E uma técnica que permite estudar o comportamento de modelos pro-
babilisticos. E usada frequentemente em situacdes onde é muito dificil,
ou até mesmo impossivel, obter uma solucdo exacta do modelo. Ire-
mos apenas referir a simulacdo estocdstica pelo método de Monte Carlo
(MMCQ).

O MMC ¢ usado em diversas areas, sendo por exemplo aplicado em:

Resolucdo de integrais e equagdes diferenciais;
Controlo de trafego;

Previsio de Indices Financeiros;

Modelacdo de materiais;

Aerodindmica;
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Geracao de nimeros pseudo-aleatorios

Um método de gerar os valores aleatdrios do intervalo ]0, 1], consiste em
colocar numa urna 10 bolas numeradas de 0 a 9 e proceder a extraccdo,
com reposicdo, de m bolas. Os algarismos extraidos constituem as m
casas decimais do niimero aleatério. Mas é um método muito demorado!

Actualmente, a simulacdo é feita com computadores, utilizando nimeros
gerados por um processo deterministico, mas com um comportamento se-
melhante aos nimeros efectivamente aleatérios. Estes nimeros designam-
se por numeros pseudo-aleatérios (NPA’s).

Qualquer programa computacional que sirva para gerar NPA's deve satis-
fazer os seguintes requisitos:

m Deve ser rapido;

m Deve ter ciclos longos;

m Os ndmeros gerados devem poder ser reproduzidos (com a mesma
semente) e devem apresentar um comportamento independente
e uniforme;
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Geracdo de nimeros pseudo-aleatérios

Defini¢do (Método Congruencial)

Permite gerar uma sequéncia de niimeros inteiros no intervalo [0, m—1], através
da seguinte férmula recursiva:

ro = “semente”
(axi—1 + ¢)(mod m), i=1,2,...

Ty

onde a, ¢ e m sdo nimeros inteiros (a, ¢ < m) e x(modm) representa o resto
da diviso inteira de x por m. O comprimento do ciclo é menor ou igual a m.

5 c=Tem=238exy=0. Os primeiros niimeros s3o:

5(6|7|/8[9|10|11 (12|13 |14|15||16 |17 |18 |19
3/6(5(|0(7|2|1|4]|3|6]5 0721

Exemplo: Seja a

i 0(1]2]3
z; 0721

INEIN

Neste exemplo, o comprimento do ciclo é 8.

Nota: A conversdo de nimeros inteiros em [0,m—1], para valores no intervalo
10, 1] é feita através da transformagdo: u; = (x; +1/2)/m, i=1,2,...
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Geracao de nimeros pseudo-aleatorios

Embora o método congruencial consiga gerar NPA’s com qualidade aceitavel,
é necessario escolher convenientemente as constantes a, ¢ e m. Por
exemplo, o comprimento do ciclo é igual a m (maximo valor possivel), e
independente da semente z, se

ma=4c+1, comcée€ N ecéimpar;
mm=2F comkeN.

Tabela: Algumas implementa¢bes do método Congruencial

| [ m ] o [ e |

Turbo Pascal 3 232 129 907633385
Borland Delphi, Virtual Pascal 232 134775813 1
Numerical Recipes in C 232 1664525 1013904223
Borland C/C++ 232 | 22695477 1
ANSI C: Watcom, Digital Mars, CodeWarrior | 232 1103515245 12345
Microsoft Visual/Quick C/C+-+ 232 214013 2531011
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Geracao de nimeros pseudo-aleatdrios
Método da Transformacgdo Inversa

Teorema (Teorema da transformagdo uniformizante)

Seja X uma v.a. continua com fungdo de distribuicdo F. Entdo

F(X) ~U(0,1).

Logo, para obter uma observacdo de X, basta calcular F~1(u), v €]0, 1].
Se n3o existir F~1, consideramos F~1(u) = inf{z : F(x) > u}.

ROR o=

|
!
!

%

{

Flw
Discrete Distribution

Continuous Distribution

Fonte: http://www.iro.umontreal.ca/ vazquez/SimSpiders/GenerRV/Methods/inverse.gif
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Geracao de nimeros pseudo-aleatdrios
Método da Transformacgdo Inversa

Exemplo: Considere a varidvel aleatéria X com fungdo densidade f e fungdo
de distribuicdo F' dadas por

0, =<2 . 0, <2
f(x)_{i—ff, z > 2 F(x)_{l—m%, x> 2

(x) F(x)

]

05 \

0.0 0.0

Para gerar uma sequéncia de n NPA's é necessério calcular x; = 2//1 — g,
1 =1,2,...,nsendo uy, ua,. .., u, uma sequéncia de NPA's uniformes em ]0, 1[.

Frederico Caeiro ( - Universidade Nova de Lisboa)



Geracao de nimeros pseudo-aleatdrios

Método da Transformacgdo Inversa para modelos discretos

Seja X uma varidvel aleatéria discreta com func3do de probabilidade,

pi=P(X=g;), j=12...k com S p =L

Ent3o a sua fungdo de distribui¢do é dada por:

0, T <X
D1, 1 < x < T2
F(zx)={ P1TPp2 T2 <z <uws
1, T > Tk

Para gerar um NPA w desta distribuicdo, a partir de um valor u uniforme, basta

escolher:
T, O0<u<p

To, p1<u<p;+ps

. k—1
Tk, Zi:l pi<u<l
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Geracao de nimeros pseudo-aleatorios

Uma das distribui¢des, usada no estudo do tempo de vida de componente mecanicos,
é a distribuicdo Weibull(a, 3), com fun¢do de distribui¢do:

F(z) = 0, r=0 >0,8>0
T) = 1_6_(”5’ >0 com « , .

(a) Indique como gerar observa¢des da distribuicdo Weibull(3,5), a partir de NPA's
uniformes no intervalo ]0,1[.

(b) Suponha que foram gerados os valores u1 = 0.2517, ug = 0.7437 e uz = 0.1911
da U(0,1). Calcule os valores gerados da Weibull(3,5).

Considere a distribui¢do Cauchy (trata-se da distribui¢3o t de Student com 1 grau
de liberdade) com fungdo densidade

1

f(x):my

xz eR.

(a) Verifique que a sua fung3o de distribuicdo é F'(z) = %arctan(m) + % z €R.

(b) Indique como gerar observagdes da distribuicdo Cauchy, a partir de valores
gerados para a distribui¢do U(0,1).

(c) Imagine que geramos os NPA's u; = 0.6235 e ua = 0.4515 da U(0, 1). Quais os
valores gerados para a distribuicdo Cauchy?
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Geracao de nimeros pseudo-aleatorios

(Teste de P.E. 2007,/08) Considere av.a. X com fun¢do densidade, f(z) =
2z, 0<z<1. Sejam u; = 0.2517 e uy = 0.7437 dois nimeros pseudo-
aleatérios da distribuicdo U(0,1). Usando o método da Transformacdo
Inversa, calcule dois niimeros pseudo-aleatérios da v.a. X. Observacio:
PX<z)=2% 0<z<l.

Solucao dos exercicios

(a) Seja u um NPA da distribuicio U(0,1). Entdo, z = {/— 204 ¢
um NPA da distribuicio Weibull(3,5).
(b) Os NPA gerados sdo: 21 = 0.6267, x5 = 0.8538 e x3 = 0.5887.

(b) Seja u um NPA da distribui¢do U (0, 1). Entdo, x = tan((u —1/2)7)
é um NPA da distribuicdo Cauchy.
(c) Os NPA gerados s3o: u; = 0.4087 e uy = —0.1536.

r1 = v0.2517 = 0.5017 r2 = V/0.7437 = 0.8624
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