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Sé serdo consideradas as respostas devidamente justificadas.

1. Considere os conjuntos A = {{{1},{1,2,3}},{{1,2},{1}}} e B = {0,b}.
Determine:
@) PB) () (A (©JA () AxB
2. Sejam A e B subconjuntos de um conjunto .

(a) Mostre através de uma tabela de verdade, que (B\ A)UA = AU B.
(b) Mostre formalmente que se AN B = () entdo AU B® C B°.
3. Sobre o conjunto X = {1,2,3,4,5}, considere as relagdes R = {(1,2),(2,1), (2,4),(3,5)}
esS= {(17 3)’ (17 5)7 (25 3)7 (47 1)a (473)7 (53 1)}
(a) Indique um elemento de X tal que € Dom(R) e = ¢ Im(R).
(b) Indique, justificando, dois elementos de R~! e dois elementos de S o R.
(¢) Indique, justificando, se S é reflexiva, irreflexiva, simétrica ou anti-simétrica.

4. Considere o conjunto X = {a,b,c,...,l,m,n} e a relagdo de ordem parcial, <, sobre X definida pelo

seguinte diagrama de Hasse:

(a) Indique, se existirem, os elementos minimo, méximo, minimais e maximais, do subconjunto A =
{¢,d,e,i,l,m,n} (vértices escuros) do conjunto parcialmente ordenado (X, <).
(b) Indique dois elementos z,y € A tais que x £ y e y £ x. Justifique se (X, <) é um conjunto totalmente

ordenado.

5. Considere os conjuntos X = {a,b,c,d,e} e Y = {1,2,3,4,5} e as seguintes aplicagdes hq e ho de X — Y~

hlzabcde h2:abcde
5 3 1 4 2 31 3 11
(a) Determine h$ ({1}). O que pode afirmar acerca da injectividade de hy a partir do resultado obtido?
(b) Indique, justificando, qual das aplicages é invertivel e determine a sua inversa.

6. Sejam R e S relagoes bindrias sobre um conjunto X. Sabendo que R é uma relagdo de equivaléncia sobre

X mostre que:

(a) SCRoS,
(b) R=RoR.
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Uma resolugdo com notas explicativas

1. Sendo A = {{{1},{1,2,3}},{{1,2},{1}}} e e B={0,b}. Tem-se:

(a) Sabemos que P(B) ={X : X C B} assim temos P(B) = {0, {0, b}, {0}, {b}}.
(b) NA={{1}, {1,233} n{{1,2}, {1}} = {{1}}.

() UA={{1}1 {1, 2,3}y u{{1,2}, {1}} = {{1}, {1, 2}, {1, 2,3} }.
)

(d) O produto cartesiano de destes conjuntos é o conjunto A x B = {(a,b) : a € AANb € B}. Deste

modo temos A x B = {({{1},{1,2,3}},0), ({{1},{1,2,3}},b), ({{1,2},{1}}, 0), ({{1,2},{1}},b)}.

2. (a) Usando tabelas de verdade temos:

Bl\]alulal=]alulB
1 0 1 1 1 1 1 1 1
0 0 1 1 1 1 1 1 0
1 1 0 1 0 1 0 1 1
0 0 0 010 1 0 0 0
(1) (2) (1) (3) (1) (4) (1) (2) (1)

(b) Queremos mostrar que se AN B = () entdao (AU B¢) C B°.

Observemos que se © € A, como AN B = () entdo x ¢ AN B e, portanto, z ¢ B. Assim temos:

x € (AU B°) & (defini¢do de " U”)
reAva e B¢ & (definicao de " B”)
r€AVz ¢ B = (por hip6tese "AN B =)

r € B¢

Podemos entao afirmar que se x € (AU B°) entdo = € B°.

Concluimos assim que (AU B¢) C B°.

3. (a) Por exemplo, 3 € Dom(R) pois (3,5) € R, mas 3 ¢ Im(R).

(b) Como (2,4),(3,5) € R, por definicio de R~!, os pares (4,2) e (5,3) € R™L.
Por outro lado temos que(2,3) € So R pois (2,4) € R e (4,3) € S. Andlogamente, como (2,1) € R
e (1,5) € S entdo (2,5) € So R

(c¢) A relagdo S néo é reflexiva pois, por exemplo o par (1,1) ¢ S.
A relagéo S é irreflexiva pois para qualquer z € X tem-se (z,z) ¢ S.
A relagéo S nao é simétrica pois, por exemplo (4,3) € S mas (3,4) ¢ S.
A relagdo S nao é anti simétrica pois (1,5) € SA (5,1) € S.

4. (a) Chamamos méximo de A a um elemento z € A tal que y < z para qualquer y € A.
Maéximo de A - néo existe.

Chamamos minimo de A a um elemento z € A tal que z < y para qualquer y € A.
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Minimo de A - c.

Chamamos elemento maximal de A a um elemento z € A tal que néo existe y € A com z < y.
Conjunto dos elementos maximais de A = {i, m,n}.

Chamamos elemento minimal de A a um elemento z € A tal que nao existe y € A com y < z.
Conjunto dos elementos minimais de A = {c}.

Observando a diagrama de Hasse podemos verificar que, por exemplo, para os elementos m,n € A
se tem m £ n e n £ m. Ora, como uma relagao de ordem parcial R é uma relacao de ordem total

sobre um conjunto X quando para quaisquer x,y € X se tem zRy ou yRz, podemos concluir que a

relagao dada nao é uma relacao de ordem total.

Sabemos que hi (B) = {z € X : ho(z) € B}. Assim termos que hi ({1}) = {z € X : ha(z) = 1}.

Observando a tabela, podemos entao afirmar que

hy ({1}) = {b,d, e}.

Uma vez que existem elementos diferentes (b, d, e) com a mesma imagem, podemos concluir que hgy
nao € injectiva.

Como hs nao ¢ injectiva entao nao é invertivel.

Uma vez que V,y € X, x # y = h1(x) # ha(y), podemos afirmar que a aplicagao hy é injectiva.

Como h1(X) = Y entdo hy é sobrejectiva. Podemos pois concluir que hy é bijectiva e, por isso,

invertivel.

A inversa de hy : Y — X é dada pela seguinte tabela:

1 2 3 4 5
hi = .
<c e b d a>

Queremos provar que (z,y) € S = (z,y) € Ro S.

Como R é uma relacdo de equivaléncia, entdao Vy € X, (y,y) € R. Assim, dado (z,y) € S existe
(y,y) € R e, por definicdo de R oS podemos concluir que (z,y) € Ro S.

Logo (z,y) € S = (z,y) € Ro S e, portanto, S C Ro S.

Pela alinea anterior, porque R é uma relagao de equivaléncia, podemos afirmar que R C Ro R.
Para concluirmos a igualdade teremos de provar que Ro R C R.

Seja (z,y) € Ro R. Por defini¢do de Ro R, sabemos que existe a € X tal que (z,a) € Re (a,y) € R.

Uma vez que R é uma relacao de equivaléncia e, por isso, transitiva podemos afirmar que se (z,a) €
R A (a,y) € R entao (z,y) € R

Logo, (z,y) € Ro R = (x,y) € R e, portanto, Ro R C R.
Das inclusoes RC Ro R e Ro R C R, concluimos que R = Ro R.



