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[Cotagdo] S0 serao consideradas as respostas devidamente justificadas.

1. Considere as aplicagoes f: N — {a,b,c} e g: {a,b,c} — {1,2, 3,4} tais que

a b c
f@2n)=a f(2n—-1)=b, VneN e gz(l 3 3).

[2,0] (a) Diga, justificando se f é injectiva ou sobrejectiva.
(

[1,0] b) Indique f({p,p+ 1}) parap € N.

Indique f~1({a,c}) e g~1(2).

[1,5] (d) Determine a func¢do composta g o f.

(2.0] (c

)
)
)
)

[20] 2. Seja f: X — Y uma funcgao sobrejectiva e seja B C Y. Mostre que
fUH Y\ B) =Y\ B.
3. Seja N3 o conjunto dos niimeros naturais maiores ou iguais a 3.

[2,0] (a) Defina N3 indutivamente e escreva as respectivas regras de inferéncia.

[2,0] (b) Prove que 5™ — 1 é divisivel por 4, para qualquer n € Nj.

4. Considere o conjunto A definido indutivamente pelas regras:

Axioma: (1,0) € A;
Regra: ((m,n) € A= (suc(suc(m)),n) € A),¥Ym,n € No.

(Onde suc(m) representa o sucessor de m na cadeia Np.)

[2,0] (a) Represente, em compreensao, o conjunto A.

[1,5] (b) Prove, usando as regras dadas, que (3,0) € A.

5. Seja S o conjunto das palavras sobre o alfabeto ¥ = {a,b} de comprimento maior ou igual a 1 definido
indutivamente da seguinte forma:
Axioma 1: a € 5,
Axioma 2: b€ S,

Regra: ((w e SAx € X) = conc,(w) € S),Vw € S.

(Onde cone,(w) corresponde a justapor z a direita de w.)

[2,0] (a) Escreva as equagoes que definem recursivamente f : S — Ny onde f(w) é, para cada w € S, o

numero de simbolos a existentes na palavra w.

[2,0] (b) Prove que as equagoes obtidas na alinea anterior definem uma funcéao.
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(d)

Uma aplicagao € injectiva se a elementos diferentes corresponderem imagens diferentes.
Como, por exemplo, 4 # 6 mas f(4) = f(2 x 2) = f(6) = f(2 x 3) = a, podemos afirmar que f néo
¢ injectiva.
Uma aplicagao é sobrejectiva se a imagem de f, Imf, coincidir com o conjunto de chegada.
Ora, Imf = {a,b} mas o conjunto de chegada de f é {a,b,c} logo f nao é sobrejectiva.
Por definicao f({p,p+ 1}) = {f(p), f(p +1)}. Sabemos que:
sep=2nentdop+1=2n+1=2(n+1)—1=2n" -1
esep=2n—1entao p+1=2n.
Assim, independentemente do valor de p obtemos sempre os dois possiveis valores para as imagens
de elementos de N logo f({p,p+ 1} = {a,b}.
Por definigao f~*({a,c}) = {n € N: f(n) € {a,c}}.
Como ¢ nao é imagem de nenhum elemento de N, temos que
T aeh) =f'({a}) ={neN: f(n) =a} = {2n:ne N}.
Por outro lado, g7 1(2) = {z € {a,b,c} : g(x) = 2} = 0.

A funcéo composta é uma fungao go f : N — {1,2,3,4} tal que

go f(2n) = g(f2n) =gla)=1 e gof(n—1)=g(f(2n—1))=g(b) =3, VneN.

2. Queremos mostrar que

3.

(a)

(b)

fUTHY\B) =Y \B.

Assim temos:

ye f(f7/Y(Y\B)) < (defini¢io de imagem de um conjunto )
y=f(x)Axc f7H(Y\B) = (defini¢cio de imagem inversa de um conjunto)
yeY\B

Como f é sobrejectivase y € Y\ B=y= f(z)Az € f~1 (Y \ B).
Concluimos, assim, que f(f~'(Y \ B)) =Y \ B.

Para definir indutivamente um conjunto necessitamos de axiomas e regras. Neste caso, bastar-nos-4
um axioma e uma regra que Sao:
Axioma: 3 € Nj;
Regra: ((m € N3) = suc(m) € N3),V¥m € Nj.
As regras de inferéncia deste conjunto podem ser representadas do seguinte modo:

o m € N3
3eNg suc(m) € N

Consideremos P = {n € N3 : 5™ — 1 é divisivel por 4}. Prove-se, por indugdo que P = N3.
Verifiquemos, em primeiro lugar, que 3 € P. Sabemos que 3 € P se 5> —1 = 125 — 1 = 124 for
divisivel por 4. Tal é verdade pois 124 = 4 x 31. Logo 3 € P.
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Hipdtese de indugao: n € P, isto é, para um certo n € N3, 5™ — 1 é divisivel por 4.

Seja n 4+ 1 € N3. Verifiquemos se n+ 1 € P.

Ora, n+1 € P se 5! — 1 ¢ divisivel por 4.

Temos 5"t —1=5x5"—1=5(5"—1) + 4.

Por hipdtese de inducao 5™ — 1 é divisivel por 4, isto é, 5™ —1 = 4k entao 5(5" —1)+4 =5 x4k +4 =
5 x (4k + 1) logo, 5"t — 1 é divisivel por 4.

Temos entdo que 5"*! — 1 € P e, pelo Principio de Inducao Matematica, podemos concluir que
P =N;s.

Os elementos de A sdo os pares (1,0), (3,0), (5,0),.... Este conjunto pode ser representado em
COmMpreensao por

A={(2n—-1,0):n € N}.

O elemento (3,0) de A é a abreviatura de (suc(suc(1),0). Tendo em conta as regras de inferéncia

do conjunto A, podemos escrever

(1,0)€A
(suc(suc(1),0)€A

Defina-se a funcao f : S — Ny do seguinte modo:

Provemos que f é uma funcao.
Seja

R={weW:3'neNy,f(w) =n}.
Por inducao estrutural provemos que R = N.

(Elementos basicos) a é um elemento basico de S. Atendendo & equagdo f(a) = 1, existe um
unico elemento de Ny (o um) que é igual a f(a).
b é um elemento basico de S. Atendendo a equacdo f(b) = 0, existe um tdnico elemento de Ny
(o zero) que é igual a f(b).

(Regras) As regras de S sao

weS weS
concg (w)eES € concy(w)ES
(Hipdtese de Indugao) Se w € R entdo existe um tnico natural p tal que f(w) = p.

Vejamos que é uma R-regra.

weS
Como f(conce(w)) = f(w) + 1 entdo existe um tunico elemento de Ny (r = p + 1) tal que
f(concq(w)) =r.

Logo conc,(w) € R.

weS
concg(w)ES

Como f(concp(w)) = f(w) entdo existe um unico elemento de Ny (r=p) tal que

f(concy(w)) = r.
Logo concy(w) € R.

Vejamos que é uma R-regra.

Assim, pelo Principio de Indugdo, R = S e, portanto, f é uma funcao.



