
Propriedades de Cálculo de Integrais Duplos

Sejam f, g funções definidas de R2 em R

Seja A = A1 ∪A2 com int(A1) ∩ int(A2) = ∅. Se f é integrável em
A1 e em A2 então f é integrável em A e∫ ∫

A
f(x, y)dx dy =

∫ ∫
A1

f(x, y)dx dy +

∫ ∫
A2

f(x, y)dx dy

Se f e g são integráveis em A e c ∈ R então∫ ∫
A

(f + c g)(x, y)dx dy =

∫ ∫
A
f(x, y)dx dy + c

∫ ∫
A
g(x, y)dx dy
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Propriedades de Cálculo de Integrais Duplos

Se f(x, y) ≥ g(x, y), ∀(x, y) ∈ A e f e g são integráveis em A então:∫ ∫
A
f(x, y)dx dy ≥

∫ ∫
A
g(x, y)dx dy

Se f é integrável em A então |f | é integrável em A e:∣∣∣∣∫ ∫
A
f(x, y)dx dy

∣∣∣∣ ≤ ∫ ∫
A
|f(x, y)|dx dy
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Aplicações dos Integrais Duplos

Volume compreendido entre duas superf́ıcies definidas por z = f(x, y)
e z = g(x, y), com f(x, y) ≥ g(x, y),∀(x, y) ∈ D

V =

∫ ∫
D
f(x, y)− g(x, y)dxdy

Área de um doḿınio plano D

A =

∫ ∫
D

1dxdy

Massa de uma lâmina fina (de espessura desprezável)

M =

∫ ∫
D
d(x, y)dxdy,

com d(x, y) densidade da lâmina no ponto (x, y)
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Aplicações dos Integrais Duplos

Centro de massa de uma lâmina fina (de espessura desprezável)

Mx =

∫ ∫
D
x d(x, y)dxdy

My =

∫ ∫
D
y d(x, y)dxdy

CM =

(
Mx

M
,
My

M

)
Momentos de inércia de uma lâmina fina (de espessura desprezável)

Ix =

∫ ∫
D
y2d(x, y)dxdy

Iy =

∫ ∫
D
x2d(x, y)dxdy
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Mudança de Variável em Integrais Duplos

Teorema

Sejam f : S → R uma função cont́ınua e T : R→ S uma função vectorial
tal que T (R) = S e:

T é de classe C1

T é injectiva no interior de R

o jacobiano de T não se anula no interior de R

Então: ∫ ∫
S
f(x, y)dxdy =

∫ ∫
R
f(x(u, v), y(u, v))

∣∣∣∣∂(x, y)

∂(u, v)

∣∣∣∣ dudv
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