
Funções Vectoriais de Várias Variáveis

f : Rn → Rp

x = (x1, . . . , xn) ↪→ f(x) = (f1(x1, . . . , xn), . . . , fp(x1, . . . , xn))

Definição (Limite segundo Cauchy)

Seja f : D ⊆ Rn → Rp e a ∈ D. Diz-se que f tende para b quando x
tende para a ou que f tem limite b em a e escreve-se lim

x→a
f(x) = b se:

∀δ > 0, ∃ε > 0, x ∈ D ∩ Vε(a)⇒ f(x) ∈ Vδ(b)

∀δ > 0, ∃ε > 0, x ∈ D ∧ ‖x− a‖ < ε⇒ ‖f(x)− b‖ < δ
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Funções de Várias Variáveis

Teorema

Seja f : D ⊆ Rn → Rp e a ∈ D. O limite de f quando x tende para a é
b = (b1, . . . , bp) se e só se:

limx→afi(x) = bi,∀i ∈ {1, . . . , p}

Exemplo

Teorema (Limite segundo Heine)

Seja f : D ⊆ Rn → Rp e a ∈ D. Temos lim
x→a

f(x) = b se e só se para

qualquer sucessão (xm) de elementos de D a convergir para a, a sucessão
(f(xm)) converge para b.
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Funções de Várias Variáveis - Outros limites

Definição

Seja f : D ⊆ Rn → Rp e suponhamos que D é tal que faz sentido
considerar ‖x‖ tão grande quanto se queira. Diz-se que lim

‖x‖→+∞
f(x) = b

se:
∀δ > 0, ∃ε > 0, x ∈ D ∧ ‖x‖ > ε⇒ ‖f(x)− b‖ < δ

Definição

Seja f : D ⊆ Rn → Rp e a ∈ D. Diz-se que lim
x→a

f(x) =∞ se:

∀δ > 0,∃ε > 0, x ∈ D ∧ ‖x− a‖ < ε⇒ ‖f(x)‖ > δ
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Função Cont́ınua

Definição

Seja f : D ⊆ Rn → Rp e a ∈. Diz-se que f é continua em a se existir
lim
x→a

f(x).

Notas:

Como consequência limx→a f(x) = f(a).

Se f não é cont́ınua em a ∈ D então f diz-se descont́ınua em a.

Definição

Seja f : D ⊆ Rn → Rp e A ⊆ D. Diz-se que f é cont́ınua em A se f é
cont́ınua em todos os pontos de A.
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Propriedades das Função Cont́ınuas

Teorema

Sejam f, g : Rn → Rp funções cont́ınuas em a ∈ Df
⋂
Dg. Então

f + g, f − g e f.g também são cont́ınuas em a e se g(a) 6= 0 então f
g

também é cont́ınua em a.

Teorema

Sejam g : Dg ⊆ Rn → Rp e f : Df ⊆ Rp → Rq cont́ınuas em a ∈ Dg e em
g(a) ∈ Df , respectivamente. Então f ◦ g é cont́ınua em a.

Exemplos: Projecções, constantes, polinómios,. . .
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Prolongamento por continuidade

Definição

Sejam f, f̄ : Rn → Rp duas funções. Diz-se que f̄ é um prolongamento de
f se:

Df ⊂ Df̄

∀x ∈ Df , f̄(x) = f(x)

Teorema

Seja f : D ⊂ Rn → Rp e a ∈ Rn \D. A função f é prolongável por
continuidade ao ponto a se e só se existir limx→a f(x).

Exemplo
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Descontinuidade remov́ıvel

Definição

Seja f : D ⊂ Rn → Rp uma função descont́ınua em a ∈ D. Diz-se que f
tem uma descontinuidade remov́ıvel no ponto a se existir uma função g,
cont́ınua em a, que apenas difere de f em a.
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