CIENCIAS E TECNOLOGIA
UNIVERSIDADE NOVA DE LISBOA 16 de Outubro 2019

Departamento de Matematica

ct FACULDADE DE 1.° Teste-Resolugao de Andlise Matemadtica 1

Duragao: 1h 30m

Justifique as suas respostas e apresente os cédlculos efectuados.
Mude de folha quando mudar de grupo.

Grupo 1
Na folha de resposta do Grupo 1 indique, para cada item, qual a opgao correcta.
Apresente os resultados na forma de uma grelha.

(Resposta correcta: 1,2 wvalores. Resposta errada com elementos justificativos: 0 wvalores. Resposta errada sem
elementos justificativos: (—0,4) valores.)

1
1. Considere o conjunto A C R definido por A = {_n : ne€ N} U 10, +o0l.

Qual das seguintes afirmagoes é verdadeira?

(a) 0eintA (b) 0¢FrA (c) 0€ExtA (d) 04

n-3" +e”

2. Qual o limite da sucessao u,, = (n & /) - 371 i ?
n n) - n

(c) 3 (d) +o0

Wl =

(a) 0 (b)

3. Counsidere a sucessdo v, = sin(n). Indique qual das seguintes afirmagoes é verdadeira.

(a) (vn) é mondtona. (b) Existe p € N tal que v, = 0.
(¢) (vn) possui uma subsucessao convergente. (d) lim 1
-_— n——+oo N

s
4. Considere a fungao injectiva g : [O, <" R tal que g(z) = cos(m — ). Qual das seguintes fungoes é
a inversa ¢!, para a composicdo de funcdes, da funcdo g?

(a) hi(y) =7 —arccos(y), y€ [71, Q} (b) ha(y) = arccos(m —y), y€ [0,7F]
(C) h3(y) =T = arccos(y) , Y& |:_17 _g} (d) h4(y) =T arCSin(y) ) Y€ [_1? 1]
e:v/2 _
5. Seja f : R\{0} — R definida por f(x) = ———. Sabemos que f é estritamente crescente.
x

Qual dos seguintes conjuntos podera ser o contradominio de f?

(a) 10,1/2[U]1/2,400[ (b) ]0,2[U]2,+0o0] (c¢) ]—o0,1[U]l, 4] (d) R

(Continua no verso)



[2.5]

[2.5]

Grupo 2 (Mude de folha)

Pretendemos estudar a convergéncia da sucessao

(a)

(b)

2" -sin(n)

n €N
n!

Un

Prove que
nl > 3772 para todoo n €N

Para tal, verifique que a afirmagao é verdadeira para n = 1 e n = 2 e utilize o método do indugao para
n > 2.

Resposta: Temos
U>3"1 e 20=2>1=3"

pelo que a afirmagao é verdadeira para n = 1 e n = 2. Verifiquemos que a propriedade é indutiva para
n > 2. Supomos (hipdtese de indugéo) que

n! > 32
Mostremos que (n + 1)! > 3771 (tese de indugdo). Temos
(n+1)!=mn+1)-n!'>Mmn+1)-3"2 pela hipdtese de indugdo.
Como n > 2 temos n+ 1 > 3 pelo que
(n+1)!>3.3"2=3""1

logo a propriedade é indutiva para n > 2. Podemos entao concluir que a propriedade é verdadeira para
todo o natural n.

Utilizando a alinea anterior, justifique que

2 n

O que podemos concluir quanto & convergéncia da sucessao (vy,)?

Resposta: Temos, pelo facto que |sin(n)| <1,

on 1
zm-|sm(n)\§2 g

2" - sin(n)

n!

|Un| :‘

Por outro lado, passando ao inverso a desigualdade da alinea anterior,

1 2>n 9
IR

0<foal<9-(2)
vn . p—
- 3

Como a sucessao (2/3)" é um infinitésimo, resulta do lema das sucessoes enquadradas que |v,| tende
para zero ou, equivalentemente, que (v,,) é um infinitésimo.

Podemos entao concluir que

Grupo 3 (Mude de folha)



[3.0]

[2.0]

[2.0]

(a)

(b)

(a)

Considere a funcao f : }fg, +oo{ — R definida por

tan(z)

p sex <0,
flz)=<0 se =0,
x - arctan (%) se x>0.

Justifique que lim f(z) =1 e que lim+ f(x) = 0. O que pode concluir quanto & continuidade de f
rz—0~ z—0

em z = 07

Resposta: Temos

lim tan(x) _ lim sin(z) 1

- —=1.1=1
z—0~ T e—0- x  cos(x)

tendo em conta o limite notével da fungéo seno em x = 0 e o facto de cos(0) = 1.
Temos também
lim arctan(z™')-2 =0
z—0t

porque |arctan(y)| < & e o produto de uma funcao limitada por uma fungao com limite zero em = 0
resulta numa funcao com limite zero em x = 0.

Concluimos que a fungao f nao é continua em z = 0 pois nao tem limite em x = 0.

Nota: Alternativamente & limitacao de arctan(x~!), pode-se referir

i
li t = 1 t =—
IE& arctan(z™ ") y—}gloo arctan(y) 5

e invocar a lei do produto de limites.

0 sex<O0
1 sex>0
Estude a continuidade em = 0 da fungdo H + f, em que f é a fungdo considerada na alinea anterior.

Considere a fungdo H : R — R definida por H(x) =

Resposta: Temos, pela alinea anterior

lim f(z)+H(z)=1+0=1 e lim f(x)+ H(z)=0+1=1

z—0~ z—0t

Por outro lado, H(0) + f(0) = 1. Concluimos entdo que os limites laterais coincidem com o valor da
funcao no ponto z = 0 pelo que H + f é continua neste ponto.

Grupo 4 (Mude de folha)

Calcule lim l z”: 1—|—§ '
n—+oo n 1 k ’

Sugestao: recorde que “FTln 5] seqp, — .
n

k
3
Resposta: Denotando uy = <1 + k) ,em que k € N temos



3 k
lim wug = lim <1+k> = el

k—+oco k—+oo

Pelo resultado visto na aula tedrica e recordado no enunciado, concluimos
1 & 3\"
lim — - 1+=) =¢€
e () -
k=1
[2.0] (b) De uma certa funcao f : R +— R sabe-se que f é sobrejectiva (ou seja, f(R) = R), continua e verifica

|f(z) = f(y)| =2 |z —y| para quaisquer z,y € R.

Justique que f tem inversa f~! para a composicio de funcdes e que
-1 -1 1 .
If~ (a) — f7(b)]| < 3 |a —b| para quaisquer a,beR
Conclua sobre a existéncia de limite para a sucessao definida por recorréncia por

up = ]-7 Un+1 = f_l(un)

Resposta: A condicao referida no enunciado implica que

r#y = |f(x) - f(y)>0

ou seja, f(x) # f(y). Concluimos entdo que f é injectiva, logo bijectiva, tendo por isso uma inversa
f~1: R~ R para a composicao de funcoes.

Consideremos z = f~1(a) e y = f~1(b). Resulta da nossa hipétese sobre f que

FFH @) = FE O =2 |7 (a) = [ 0)]

ou seja
a—bl>2-|f (a) — f71(b)]
ou

7 @)~ £ 0) < la—

Tomando agora termos consecutivos da sucessao definida por recorréncia (u,,), temos

[Unt2 — Uny1| = |f_1(un+1) - f_l(un)| < 5 uny1 — ual

DN =

Verifica-se entdo a condicdo suficiente, dada na aula tedrica, para a sucessdo (u,) ser de Cauchy. Con-
cluimos que (u,) converge para [, solu¢ao (tinica) da equagdo



