CIENCIAS E TECNOLOGIA :
UNIVERSIDADE NOVA DE LISBOA 10 de Janeiro 2020

Departamento de Matematica Dura(;ﬁo’ 3h00

ct FACULDADE DE Exame Final de Andlise Matemdtica 1

Justifique as suas respostas e apresente os cédlculos efectuados.
Mude de folha quando mudar de grupo.

Grupo 1
Na folha de resposta do Grupo 1 indique, para cada item, qual a opgao correcta.
Apresente os resultados na forma de uma grelha.

(Grupos 1,4 e 7. Resposta correcta: 1 valor. Resposta errada com elementos justificativos: 0 valores. Resposta errada
sem elementos justificativos: (—0,3) valores.)

1. Qual das seguintes sucessoes nao é convergente?

. sin(n cos(mn)\" In(n
2. Considere o conjunto A C R definido por A = (]0,1[NQ) U [e, 7.
Qual das seguintes afirmagoes é verdadeira?
(a) Fr(A)=10,1] (b) int(A) =]0,1[Ule, x| (c) Fr(A)={en} (d) A"=1[0,1]U]le,7]
Grupo 2 (Mude de folha)
[1,2] (a) Considere a funcdo f : R — R definida por
1_%8(9”) sex <0,
f(x)=40 se =0,
x~cos(%) se x>0.
Justifique que f é continua em x = 0.
Resposta: Temos
_ _ .2
lim 1 — cos(z) — lim (1 — cos(z))(1 + cos(x)) _ g SO (2) x _1 0 _ 0

0~ x 0~ x(1 + cos(x)) w0~ x2 1+ cos(x) 2

1
lim x - cos () =0
z—0t x
pois | cos(1/z)| < 1 e aplica-se o resultado da passagem ao limite do produto de uma fungéo limitada
por uma funcao com limite 0. Podemos entao concluir que

lim f(z) = lim = f(0)

z—0~ z—0+t
pelo que a fungao é continua.
[0.8]

(b) Considere a fungao continua e estritamente crescente h : R — R definida por h(x) = e® + arctan(z).
Estude os limites de h em —oco e em +oo e conclua sobre o dominio de ™!, inversa de h para a
composicao de fungoes.

Resposta: Temos

. . . ™
lim e” +arctan(z) = lim e+ lim arctan(az) =400+ = = 400
r— 400 T—r—+00 T—r+00 2



[0.8]

[0.4]

[0.8]

Temos, além disso,

T
lim e” +arctan(z) = lim e®+ lim arctan(x) =0-— —
z——o00 T——00 T——00 2

2
~ ) . P P ™
A fungao h é estritamente crescente e continua pelo que o seu contradominio é I = —5 +00|, sendo,

por definicdo, I o domifnio da inversa h™!.

Grupo 3 (Mude de folha)

Considere a sucessao definida por recorréncia por

vp =1, Unt1 =V 1+ |vg] Vn eN

(a) Prove por inducao que
v € [1,2], Vn e N

Resposta: Temos v; =1 € [1,2]. Admitamos que 1 < v,, < 2. Pelo crescimento da fungao /1 + |z| no

intervalo [1, 2],
1<V2< /14 <V3<2

ou seja vn41 € [1,2].

v
(b) Sabe-se que, para todo o n € N, tem-se ntl S 1 Justifique que (v,) é uma sucessdo convergente.
Un
. .~ U
Resposta: Resulta da alinea anterior que v,, > 0 para todo o natural n pelo que a condigao ntl S
Un

implica
Un < Upii

ou seja, (vy,) é crescente. Sendo (v,) limitada pela alinea (i), concluimos que (v,) converge para um
limite [ € [1,2].

(c) Determine lim v,,.

Resposta: Passando ao limite a férmula de recorréncia, temos

=1+l

Elevando ambos os membros ao quadrado, e recordando que [ € [1, 2] temos
P=1+1

oul? —1—1=0. Obtemos entao
_1£5
2

e retemos apenas a solucio [ = (1 ++/5)/2 por ser a tinica solugao em [1,2].

l

(Continua na pagina seguinte)



Grupo 4 (Mude de folha)
Na folha de resposta do Grupo 4 indique, para cada item, qual a opgao correcta.
Apresente os resultados na forma de uma grelha.

sin(z) — x

1. Qual o valor de lim 3 ?
x—0 X
1 1
@ (b) 0 © & (@ +oc
2. Seja f:[0,7] — R uma funcao real de varidvel real, continua em [0, 7], diferencidvel em ]0, w[. Sabe-se
que f(m) = f(0) + 1. Considere g(z) = e*. Qual das seguintes equagdes tem pelo menos uma solugao
em |0, 7[?
!/
1
/ 'y — b f (Jj) _
(2) o) )= ® 8-

(c) = (d) (9(z)- f(z)) =0

Grupo 5 (Mude de folha)

2
Considere a fungéo f : R — R, definida por f(t) = To et
1.0 (a) Mostre que f'(t) = At e e conclua que f verifica a equagdo diferencial
[ ' ] q - (1 + 2€7t)2 q q (;
, 1
Fe)y=5-f)2- ) (1)
Resposta: Derivando f(t) obtemos
2 4e~t
") = ——— = (=27 t) =
PO =G5 (2 = g
Verificamos que
1 1 2 2 1 4
—f2-ft))==-——1(2- = . = f'(t
2 162 = f) 2 142t < 1+26_t) 1+2et 14 2et F'®)

pelo que f é solucao da equagao diferencial (1).

[0.5] (b) Derive a equagao (1) e obtenha
1) = f(t) - (L= f(1))

Resposta: Observamos que f é infinitamente diferencidvel. Derivando ambos os membros da equagao,

obtemos 1
1) =5 - (2= f0) = FOF®) = f'(HA = f(2))
[1,0] (c) Estude lli)r_noO f(z) .KEI-POO f(z) e conclua que o contradominio de f é o intervalo ]0, 2[.

e
Utilize a alinea (b) para provar que o grafico de f tem uma inflexdo num tinico ponto cuja abcissa ¢
é tal que f(to) = 1.



[1.5]

[1.0]

(a)

(b)

Resposta: Temos

lim f(x)zzzo e lim f(x) 2

T——00 o0 T—r+00 - 140 -

Resulta do Teorema de Bolzano que o contradominio de f é o intervalo ]0,2[. Temos, pela alinea (a)
que f" > 0 e em particular que f é estritamente crescente. Seja ty o Unico valor tal que f(tg) = 1.
Teremos entao, pela relagao f”(t) = f/(t) - (1 — f(t)) que f"(to) =0 e que

F'(t) <0 se t<ty e f'(t)>0se t>tp

pelo que ty é o tnico ponto de inflexao de f.
Grupo 6 (Mude de folha)

Escreva a férmula de Taylor de ordem 1 em a = 0 da fungdo g(x) = x - (e” — 1), com resto de Lagrange.
Conclua que g(z) > x? se z > 0.

Resposta: Temos
Jg@)=e" —1+ze® e ¢'(x)=2+2x) €

Temos entao, pela férmula de Taylor com resto de Lagrange,

"
g (C)I2:2+C'€C'I2
2! 2

g(x) =g(0) +¢'(0)z +

em que c estd estritamente compreendido entre 0 e . Se > 0 teremos ¢ > 0 pelo que

2
;C>1, e>1, 22>0
o que implica g(z) > 22 para x > 0.
Justifique que a fungao h : [—7, 7] — R, definida por h(x) = z-sin(|z|) verifica as condigoes do Teorema

de Rolle.

(Sugestao: verifique a diferenciabilidade de h em = = 0.)

Resposta: A fungdo h é continua em [—m, 7] e temos h(—m) = h(mw) = 0. A fungdo h é trivialmente
diferenciavel se x # 0. No caso x = 0 temos

lim @ - sin(jz]) = lim sin(|z|) =0
x—0 X x—0

pelo que f é diferencidvel em ]0, 7[. Estao pois verificadas as condi¢oes do Teorema de Rolle.

(Continua na pagina seguinte)



Grupo 7  (Mude de folha)
Na folha de resposta do Grupo 7 indique, para cada item, qual a opgao correcta.
Apresente os resultados na forma de uma grelha.

e
1. O método de integragdo por partes permite-nos concluir que / xIn(z) dz é igual a:
1
2+1 21
() “F (b) ¢*+1 (c) © (d)
4 4
i cos(x) et
2. Considere a fungao F' : } 33 { — R cujos valores sao determinados pela expressao / N dt.
1
Qual das seguintes expressoes é igual a F’(z)?
(a) fi(z) = @ tan(zx) (b) fa(z) = cosh(z) - cot(z)
ecos(m) d cos(a)
= — — €z t
© fle) = (d) filw) = —e==) tan(z)
Grupo 8 (Mude de folha)
2,0] (a) Calcule o integral

€ 1
5 v dt
e t(n(t?) + (In(t))?)
utilizando a mudancga de varidvel t = e* e uma decomposicao em fracgbes parciais.

Resposta:

dt e . L
Temos — = €%, sendo os extremos inferiores e superiores de variacdo para x os valores x = 1 e © = 2.
d ’

x
Deste modo,

¢ 1 2 1 .. [P 1
| e mon =) snermen v mve

Escrevemos
1 1 a b (a+b)x+2a

20+ 22 x(z+2) x+x—|—2: x(z+2)

Concluimos a +b =0 ¢ 2a =1 pelo que a = 1/2 e b = —1/2. Deste modo

2 2
1 11 1 1 1 , 1 3
—— de=f .. — dr==-[In(z) -1 NZ==.m(2).
/1 2%+ a2 /1 5 7 3 pio@@= g @)@+ =g n(2>

[1,0] (b) Calcule a primitiva imediata / tan(2z) dz.

Resposta: Temos

/tan(Qx) dx = _L / Mdm = —% In(| cos(2x)]) + ¢

cos(2x)

Grupo 9 (Mude de folha)

+oo
Pretende-se estudar a convergéncia do integral impréprio I = / sin(x)ecos(m)*"” dx.
0



[1,0] (a) Justifique que, se L > 0,
L L
/ | sin(z)e*® 2| dz < / e~ dx
0 0

Resposta:

L L L
/ | sin(z)e®*®) =2 | dg < / |sin(z)] - €)= dg < / e dx
0 0 0

pois | sin(z)| < 1 e, tendo em conta o crescimento da fungao exponencial e a majoragao por 1 da fungao

€oseno,
ecos(m)—x < el—x VreR

+oo
[1.0] (b) Calcule o integral impréprio / e'~* dx. Conclua sobre a convergéncia e o valor de I.
0
Resposta: Temos

+o0 L I
el dr = lim el dr = lim [—617”5]0 = lim el —el"f=¢!
0 L—+oo J L—+o0 L—+o00
Trata-se pois de um integral impréprio convergente. Em particular, concluimos que o integral impréprio

I é absolutamente convergente. Por um resultado visto nas aulas tedricas, I é convergente e verifica
1] <e.



