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O Teste compde-se de 5 questdes de escolha mdltipla e 4 de resposta aberta. Em cada uma das questSes de
escolha multipla apenas uma das alineas é correcta. Determine-a e assinale-a no quadrado reservado para o
efeito na folha de respostas.

Duracdo: 1H 30M.

Cotacdo: Nas questdes de escolha miiltipla, as respostas certas valem 1 valor cada e as respostas erradas
descontam 0,2 cada (n3o se desconta caso ndo haja resposta). A cotagdo total do teste é de 20 valores.

1
Considere o conjunto C' = AU B onde A = [100, 10[ e B é o conjunto dos termos da sucessdo
(ay) definida por
—n, sen par

ap = 1 ,
—, sen impar.
n

1. Qual o interior e a fronteira de C?

(a) int(C)= ]g,10[ e fr(C) = {0, 15,10} U {azu—1,n € N,n > 49}.

(b) int(C) = ]15,10[ e fr(C) = {0, 155,10} U {agn,n € N} U {azn—1,n € N,n > 101}.
(c)  int(C) = |15,10[ e fr(C) = {0, 155,10} U {azn,n € N} U {agy—1,n € N,n > 51}.
(d) int(C) = ]|155,10[ e fr(C) = {0, 15,10} U {azn,n € N} U {azn—1,n € N,n > 99}

2. Qual das seguintes afirmacdes é verdadeira?
. 1
(a) sup(C) =10 e inf(B) = 0. () inf(C) = 55 esup(B) =1.
(b) max(C) =10 e B n3o é minorado. (d) lim a, = —oo e lim a, = 0.

3. O conjunto S dos pontos isolados e o derivado de C' sdo

(a) S ={ag,neN}U{ag—1,n € N;n>51} e C’" = AU{0}.
(b) S ={az,,n € N} U{agn_1,n € N;n >51} e C' = AU{0}.
(c) S ={ag,neN}U{ag—1,n€N,n>49} e ¢’ = AU{0}.
(d) S=B\{am-1,meN,n<51} eC’" = AU{0}.




log(2z — 1)?

—_— |
arccos (22 — 3) Qual a

4. Seja D o dominio da fun¢3o real de varidvel real, f, definida por f(x) =

fronteira de D?

(@)  {-2,-v2,v2,2}. () {-2,12}
(b) {-2,—v2,3,v22}. (d)  {Vv2,2}.

5. Sejam D C R um subconjunto limitado e (z,,) uma sucessdo de Cauchy de elementos de D. Qual
das seguintes afirmacdes é verdadeira?

(a) A sucessdo (z,,) ndo tem subsucessGes conjunto singular.

convergentes. (c) A sucessio (x,) é mondtona e limitada.

(b) O conjunto dos sublimites de (z,,) éum  (d) O limite de (z,,) pertence a D.

QUESTOES DE RESPOSTA ABERTA

1. [2.5 val] Utilizando o Principio de Inducdo Matemdtica prove que

<1_212> (1_312>...<1—n12):";1, ¥n e N\ {1}.

2. Calcule, se existir, o valor dos seguintes limites:

2"+ 3
4 +1

4n
(a) [1.5val] lim < ) -cos (4" 4+ );

) arctg(e™)
b) [2.0 val] lim —_—
(b) 0 val) ;224+\/5n2+k

[ 5
. al
(c) [2.0val] lim Tl

3. Considere a sucessdo (u,,) definida por

| @l =

Unt1 = 1+ (up — D uy, VneN.

(a) [1.5 val.] Admitindo que u,, € ]0,1[, Vn € N, prove que a sucess3o é estritamente mondtona.
(b) [1.5 val] Justifique que a sucess3o é convergente e determine o seu limite.

4. Considere a funcio real de varidvel real definida por

f(ac) _ 2(Sen(m) + 1) ’ 2
arctg (e*~™/2), se |z| > g
(a) [0.5 val.] Determine o dominio de f.
(b) [1.0 val] Estude a continuidade de f no seu dominio.
(c) [1.0val] Calcule xll)r_noo f(z) e xgrfoof(:c)
(d) [1.5 val] Averigle se é possivel prolongar f por continuidade a cada um dos pontos T e g

Justifique.
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O Teste compde-se de 5 questdes de escolha miltipla e 4 de resposta aberta. Em cada uma das questbes de
escolha multipla apenas uma das alineas é correcta. Determine-a e assinale-a no quadrado reservado para o
efeito na folha de respostas.

Duracdo: 1H 30M.

Cotacdo: Nas questdes de escolha miiltipla, as respostas certas valem 1 valor cada e as respostas erradas
descontam 0,2 cada (n&o se desconta caso ndo haja resposta). A cotagdo total do teste é de 20 valores.

1
Considere o conjunto C = AU B onde A = [100, 10[ e B é o conjunto dos termos da sucessdo
(ay) definida por
—n, sen par

anp =491 ,
=, sen impar.
n

1. Qual o interior e a fronteira de C?

(a) int(C) = |g5.10[ e fr(C) = {0, 145,10} U {azn—1,n € N,n > 49}.

(b) int(C) = ]15,10[ e fr(C) = {0, 155,10} U {agn,n € N} U {azn—1,n € N,n > 101}.
(c)| int(C)= ]:5,10[ e fr(C) = {0, 1(1)0, 10} U {agn,n € N} U {agn—1,n € N,n > 51},
(d) int(C) = ]15,10[ e fr(C) = {0, 155, 10} U {azn,n € N} U {agn—1,n € N,n > 99}.

2. Qual das seguintes afirmacdes é verdadeira?

(a) sup(C) =10 e inf(B) = 0. (©) inf<c>f;f9esup<3>:1.

(b)  max(C) =10 e B n3o é minorado. (d)| lim a, = —occ e lim a, = 0.

3. O conjunto S dos pontos isolados e o derivado de C' sdo
S ={agn,n € N} U {az,—1,m € Nyn>51} e C' = AU{0}.
S = {agn,n € N} U {az,_1,m € N,n > 51} e C' = AU{0}.
(c) S ={agn,neN}U{ag,—1,n e N;n >49} e C' = AU{0}.

(d) S=B\{am-1,mneN,n<51}eC = AU{0}.




log(2z — 1)?

—_— |
arccos (22 — 3) Qual a

. Seja D o dominio da fun¢3o real de variavel real, f, definida por f(x) =

fronteira de D?

(@) {-2,—v2,v2,2}. () {-2,12}.
(b)  {-2,-v2,3,v2.2}. (d)  {v2,2}.

. Sejam D C R um subconjunto limitado e (x,) uma sucessdo de Cauchy de elementos de D. Qual
das seguintes afirmacdes é verdadeira?

(a) A sucessdo (z;) ndo tem subsucessdes conjunto singular.
convergentes. (c) A sucessdo (z,,) é¢ mondtona e limitada.

(b)| O conjunto dos sublimites de (x,) éum (d) O limite de (z,,) pertence a D.

QUESTOES DE RESPOSTA ABERTA

. [2.5 val.] Utilizando o Principio de Inducdo Matematica prove que

(-0 (- 5) (- 2) =S e

1 1 1 1
Resposta: Seja p(n) a proposi¢do (1 - 22) <1 - 32> (1 - nz> = n;;L . Sen =2
241

obtemos 1 — 2= que é uma proposicao verdadeira.

1 1 1 1
Hipétese de Induc3o: <1 — 22) <1 — 32) <1 B n2> _ n;?—l .

1 1 1 1 n+2
Tese de Inducio: (1 — =] ([1—=]---|[1—=][1—- _ _
ese de Inducdo ( 22> ( 32> ( n2> < (n—|—1)2) 2(n + 1)

Demonstracdo: Pela associatividade da multiplicacdo e por hipdtese de indugdo temos a
igualdade

(-2)0-3)-0-2) 0 ~i)-
- (-2)(2) - 0-2)] ) -5 ()
n+1( 1 >:n+1_n2+2n n+2

2n T (n+1)2 -

portanto, a proposicdo p(n + 1) é vélida.

Como a proposicdo é verdadeira para n = 2 e é hereditaria concluimos, pelo Principio de

Inducdo, que
1 1 1 n+1
l-=ll-=) - |1—-—]= 1}.
(12) (=) - (1-58) =5 e




2. Calcule, se existir, o valor dos seguintes limites:

2"+ 3
4n 41

4n
(a) [1.5val] lim < > -cos (4" +m);

) arctg(e™)
b) [2.0 val] lim _—
(b) 0 val) ;224+\/5n2+k

Y
(C) [20 val.] lim m

Resposta: (a) Consideremos a sucessdo de termo geral cos (4" + 7). Como —1 < cos(z) < 1,
Vz € R, esta sucessao é limitada.

on 4+ 3\
Seja a, = <4n11) . Obtemos sucessivamente
on 3 4 1 n+ 3 4mn
(2"+3>4” m 2 An
ap = = | 2= 2 = | - , VneN.
4n 41 1 1
1—1—4—” 1+47
1 ”+ 3
. n . 2 4n
Como lim4 :+ooehm71:0 temos
1+
lim a,, = 0.

Como o produto de um infinitésimo por uma sucessdo limitada é um infinitésimo con-

cluimos que
on + 3\
lim <4nil> -cos (4" +m) = 0.

(b) Podemos escrever

2n+3 n 2n+3
Z arctg(e™) _ arctg(e") - Z 1
= 4+ Von? +k = A+ Vn? +k
2n+3 1
Sejam a,, = arctg(e™) e b, = _
jam a, g(e") e by g PR
Como lim e" = +oo obtemos lima,, = g
O termo geral b,, da sucessdo estd definido como a somade k =2 a k = 2n + 3 de
1 1
—————— A maior parcela é ————— (que corresponde a kK = 2) e a menor
4+\/5n2—|ik P 44 +/5n? + 2 (4 P )
é (correspondente a k = 2n+ 3), como estd demonstrado a seguir.
44++5n%+2n+3
Temos
4424+ k>44+/5n2+2, Vk,neN, k> 2,
portanto,

1 1
<
44V5n2+k = 44+V5n2+2

3

, Ve,neN, k> 2




44+ Vin2+k<4+Vin2+2n+3, Vk,neN, k> 2 tais que k < 2n + 3,

o que implica
Vk,neN, k> 2 tais que k < 2n + 3.

1 1
> )
44+Vhn2+k ~ 4+Vbn2+2n+3
Logo paratodoone 2 <k < 2n + 3, temos:

1 1 1
<

< )
44+Vhn2+2n+3  44+Vbn2+k  4++5n2+2

Como (by,) estd definida como uma soma de 2n+ 3 — 2+ 1 = 2n + 2 parcelas obtemos

1 2n+3 1 1
2n+2) - 2n + 2
( ) 44+V5n2+2n+3 ;24+\/5n2 = ) 44+ +/5n2+2
2n+3
1 2 2
< nt Vn € N.

T At VeZ a3 A4 VBn? +k T 4+ VB2 +2

2 2
nt Dividindo o numerador e o denominador da fraccdo que

Seja ¢, = .
4+/5n2+2n+3

define a sucessdo por n temos:

2 2
24+ — 24— 9
lim ¢,, = lim n = lim n = —.
44502+ 2n+3 4 5n2+2n+3 Vb
n VT
Seja d 2n+2 Dividindo o erador e o denominador da fraccdo que
= — viain numer r nomin r r u
B T VB 1 2 |
define a sucessdo por n temos:
2 2
2+ " 2+ o 92
limd, =lim —+%*— =lim —F—2—— = —,
" 44502 + 2 4 n2+2 V5
n n * n?

Finalmente, como os dois limites sdo iguais, o Teorema das Sucessdes Enquadradas

permite-nos concluir que
lim b 2
imb, = —.
n \/5
Assim,
2n+3 2n+3
arctg . 1 T 2 s
lim = lim arctg(e™) - _ == — = —
Z 4—{—\/5712 (") = A+Vim2+k 2 V5 Vb



5

(c) Comoun:n!_i_1 >0,VneN, e
(n+1)°
! +1)%(n! +1
lim ~2*L = Jim (p+1)i+1 = lim (nt+1) (n )
U, n? n®((n+1)! + 1)
n!+1
n! n 1
. <n+1>5 m+1)! " (n+1)
= lim : 1
n
1
* (n+1)!
1 1
5
!
~im (n—l—l) n+1 (11@+1). 0
n
1
MNCES
 n’
podemos concluir que lim Tl 0.
1
3. Considere a sucessdo (u,,) definida por 3
Unt1 = 1+ (up — ) uy, VneN.

(a) [1.5 val.] Admitindo que u,, € ]0,1[, ¥n € N, prove que a sucess3o é estritamente mondtona.

(b) [1.5 val] Justifique que a sucess3o é convergente e determine o seu limite.

Resposta: (a) A sucess3o é estritamente mondtona se Uy +1—uy, > 0, Vn € N, ou up41—uy, < 0,

Vn € N. Mas

un+1—un:1+(un—1)un—un:ui—2un+1:(un—l).

2

Por hipétese, u, €10, 1], Vn € N, o que implica que (u, —1)? > 0, ¥n € N. Concluimos

que
Upy1 — Uy >0, Vn € N,

isto é, a sucessao é estritamente crescente sendo, portanto, estritamente mondtona.

(b) Pela alinea anterior, a sucessdo é monétona e, por hipétese, é limitada pois u, € |0, 1],
Vn € N. Estas duas condi¢des implicam que a sucessdo é convergente. Seja a = lim u,,.
Como (up+1) € uma subsucessdo de (u,) temos limu,1; = a. Pela definicdo da

sucessao

limunH:lim(l—i—(un—l)un) Sa=1+(a—1)a & a=1+d’>—a

s (a—-12=0 < a=1.

4. Considere a funcdo real de varidvel real definida por

s

f(z) = 2(sen(z) + 1)

arctg (e*~™/2), se|z| >

, se x| <

(a) [0.5 val.] Determine o dominio de f.

SIS



(b) [1.0 val] Estude a continuidade de f no seu dominio.

(c) 1.0 val] Calcule xli)r_noo f(z) e xEToof(m)

P be /, . . T
(d) [1.5 val] Averigle se é possivel prolongar f por continuidade a cada um dos pontos —3 e —.

™

2

Justifique.

Resposta: (a)

D=

{xeR:sen(w)—i—l#O A \x!<g}u{x€R:|x\>g}

37 s s T T
{xER.x;&2+2k’7r,k:€Z, A —2<x<2}u{w€R.x<—2 \Y, x>§}

R:—— —} { R : —— —}
{a:e 2<x<2UxE xr < 2\/:U>2

-0 {53

(b)

™

Seja —— <z < g Sejam fi(z) = 2(sen(z) + 1). Esta fungdo é continua em R, por

2
ser o produto de uma constante pela soma da funcdo seno com outra constante, e n3o
. T T ™ , ,
se anula no intervalo |——, —|. Temos f(x) = ——, portanto, f é continua neste
) 2°2 f1 (l‘)
intervalo.

Seja = > g ouz < —g. Sejam gi1(z) = x — /2, g2(z) = €* e g3(x) = arctg(z).
Temos f(x) = (g3 0 g2 0 g1)(x). As fungdes g1, g2 e g3 sdo fungdes continuas em R

por serem, respectivamente, uma func3o polinomial, a funcdo exponencial e a funcdo
, p p ™ m
arco-tangente. Concluimos que f é continua em }_OO’_E[ U }§7+oo[ por ser a

composicdo de fungdes continuas.

Como lim e* ™2 =0 e lim arctg(z) = 0 temos, pelo teorema do limite da funcdo

T——00 z—0
composta,

lim f(z) = lim arctg (em_”ﬂ) = 0.
Tr——00 T—>—00
™

Como lim e* ™2 = 4ooe lim arctg(z) = = temos, novamente pelo teorema do

T—+00 T—+00 2

limite da funcdo composta,

lim f(x) = xEToo arctg (e‘”‘”/z) =

T—+00

T
5

Uma fungdo f é prolongavel por continuidade a um ponto a se, e s6 se, existir lim f(x).
r—a

Vejamos se existe lim f(z):
T3

lim f(x) = lim+ arctg <e$_”/2) = arctg(l) = %;

m—>%+ =3
T T
lim f(z)= lm ————< = —,
eI f(@) oI 2(sen(m) + 1) 4

. 7f' ~ , L 7T
portanto, lim f(z) = 1 e a funcdo é prolongdvel por continuidade a x = 5"
z—Z
2



Vejamos se existe lim_ f(z):

T—r )

T
lim z) = lim —————— = 4o0;
oIt /(@) oI+ 2(sen(x) + 1)

lim f(z) = lim arctg (ex_”/2> = arctg (e‘”) ,
2

™
-7

portanto, ndo existe lim f(x), o que implica que f n3o é prolongdvel por continuidade
z——2
2
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