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Esta é apenas uma sugestdo de resolugdo, de entre muitas outras possibilidades.

1

. Considere a funcdo
z(2? — 6) x <0
) sen(x)log(x+1) 0<z<1
flz) = 2 z=1
280%) z>1

(a) [1.0 val.] Sabendo que a fungdo f é continua em z = 0, estude a sua diferenciabili-
dade no mesmo ponto.

(b) [1.5 val] Calcule lim

z—1t

2805

(c) 1.0 val] Tendo em conta a alinea anterior e sabendo que sen(1)log(2) < f(1),
justifique a existéncia, ou n3o, de um extremo relativo em z = 1.

Resolucao:

(a) Comecemos por determinar as derivadas laterais de f em z = 0:

fa(0) =

Como f5(0) # f2(0),

em x = 0.

lim f(z) — f(0) — lim sen(x)log(z + 1) _
z—0t x—0 z—0t T
. sen(x)
| | 1)=1-1 1) =0.
Jim —"log(z +1) og(1)
_ 2 _
@) st 6)
x—0~ z—0 z—0~ X
= lim 22 —-6=—6
x—0~

podemos concluir que f n3o é diferenciavel (nem derivavel)

(b) O limite pedido corresponde a uma indeterminacdo do tipo 17>°. Temos que,

Tz
2

lim xtg( ) = lim

r—1t r—1t

elog(xtg(%)) _ exl'g% log (xtg(“f))’

justificando-se a dltima igualdade com a continuidade da fun¢do exponencial.

Assim,

z—1+

lim log (mtg(%» = lim tg (%E) log(z) = lim m

z—1+ z—1+ cotg (”) '

2

T : ~
Neste caso, lim log(z) = lim cotg (—) = 0. Sabemos ainda que as fun¢des
z—1t r—1t

T

2

log(z) e cotg (%F) sdo diferencidveis no intervalo ]1,2[ e que

(cotg (%)), = _72Tsen?1(”) #0,Vz €]1,2[.

2



Logo,

existe.
Aplicando a Regra de Cauchy, podemos concluir que

rz I ! 2
lim log (xtg(T)) = lim Lx), = ——.
r—1t z—1t (cotg (%)) s

Assim,

BRI

lim 2%®(%) = ¢~
z—1t
(c) Sabemos que lim sen(z)log(z + 1) = sen(1)log(2) < f(1). Pela alinea anterior,
T—1—
7\'71

2
lim 28(%) =7 < =1< f(1)=2.
z—1+
Assim, f é descontinua em & = 1. Contudo, os limites anteriores permitem-nos

garantir a existéncia de um intervalo |1 —€,1 + €[, com € > 0, tal que f(z) <
f(1),Vz €]l —€,1+€[. Logo f(1) é um maximo relativo de f e por isso existe um
extremo relativo de f em x = 1.

2. [2.0 val.] Considere a fungdo

1
flz) = ga:S + 4bx? + ax + 6.
Verifique se existem a e b de forma a que (0, f(0)) seja um ponto de inflexdo e f(1)
seja um minimo relativo. Note que deve justificar detalhadamente por que razdo, para
os valores de a e b encontrados, se trata efectivamente de um extremo relativo e de um
ponto de inflexdo.

Resolugao: Para que (0, f(0)) seja um ponto de inflexdo e f(1) seja um minimo relativo
é necessério (pode nio ser suficiente) que f(0) =0e f/(1) = 0.

Temos que f é uma fungdo de classe C*°(R), porque se trata de um polinémio. A
primeira e a segunda derivadas de f s3o dadas, respectivamente, por f'(z) = z*+8bx+a
e f"(x) = 423 + 8b, para qualquer = € R,

Assim, f”(0) =0e f'(1) =0se,esése, 8 =0e1+8b+a =0, o que equivale a ter
b=0ea=-1.

Determinados dois valores para a e b, respectivamente, verifiquemos se estes permitem
garantir que (0, f(0)) é um ponto de inflexdo e que f(1) é um minimo relativo de
f(z)=12% —z+6.

A esta fun¢do correspondem as derivadas f/(z) = z* — 1 e f”(z) = 423. Note-se que
f"(1) =4 > 0, pelo que podemos concluir que f(1) é efectivamente um minimo relativo
de f.

Quanto ao ponto de inflex3o, verificamos quese x < 0, f”(z) < 0esex > 0, f’(x) > 0.
Daqui se deduz que existe mudanca do sentido da concavidade da funcao em = = 0,
pelo que o ponto (0, f(0)) é realmente um ponto de inflexdo de f.



3. [2.0 val.] Escreva a férmula de MaclLaurin com resto de Lagrange de ordem 2 para a
funcio f(z) = eSeN(®),

Resolugdo: A fungdo f é de classe C*°(R), porque resulta da composta da fung¢io
exponencial com a fun¢do seno, ambas fun¢des de classe C°°(R). Assim, podemos
escrever a sua férmula de MaclLaurin de qualquer ordem. Como o resto devera ser de
Lagrange de ordem 2, temos, para qualquer x € R:

2
X
fla) = e = £(0) +2f'(0) + 5 (),
com c entre z e 0. Calculemos f’' e f:
F'(x) = cos(x)e>eN®)

f”(a}) = (—sen(z) + COS2(:1:))esen(x),

Assim, f(0) = M0 = 1 e f/(0) = cos(0)e>*"(®) = 1. Substituindo os valores na
férmula anteriormente explicitada vem:

2
Flz) = eSeN@ — 1 4z %(—sen(c) + cos?(c))een(@,

com c entre x e 0.

4. Calcule

(a) [2.0 val] /(:U + 1) cos(—3z) dz;

2
1
b) [2.5 val.] / —dx.
(b) 1 Va3(1+ /)
Resolucao:

(a) Utilizando primitivacdo por partes, em que escolhemos cos(—3x) como fungdo a
primitivar, temos:

/(ac +1) cos(—3z)dx = —ésen(—?)x)(x +1)— /—;sen(—i%a;) dx =
= —%sen(—?)x)(x +1)+ écos(—Sx) +c,

onde ¢ uma constante real.

(b) Neste caso, consideremos a substituicio = = ¢(t) = t*. Temos ¢/(t) = 4t> e como
r € [1,2], entdo t € [1, v/2]. Assim,

2 1 V2o VZoy
/4 der = / FETERTN de:/ 5 dx =
1 Va3(14 x) 1 (1 +t2) 1 1+t
= 4 [arctg(t)]fl/5 — 4arctg(V/2) — 4darctg(1) = 4arctg(V2) — 7




4x
5. Considere a fungdo F(x) = Vitetdt.
0

(a) [1.5 val] Determine, justificando, o dominio de F' e calcule a sua derivada.

(b) [1.5 val] Prove que F(1) < 8e*. (Sugestdo: Aplique o T. Lagrange a fun¢do F no
intervalo [0, 1])

Resolucao:

(a) Seja f(t) = v/tel. Para que esta funcdo esteja bem definida, temos que ter ¢ > 0,
pelo que Dy = [0, +00[. O intervalo de integragdo é [0, 4x] ou [4x,0], para z > 0
ou para z < 0, respectivamente. No primeiro caso, a condicdo ¢ > 0 é sempre sat-
isfeita. No segundo caso, para que ¢ > 0, é necessario impor que 4z > 0 < = > 0,
que ndo pertence ao dominio em causa. Concluimos assim que Dp = [0, +00].

Atendendo a que f(t) = v/te! é continua no seu dominio, isto é, em [0, +o0], o
Teorema Fundamental do Célculo Integral garante a diferenciabilidade de ¢(x) =

/ Vteldt, sendo ¢/ (z) = f(z) = \/ze*. Como, F(z) = ¢(4x), temos F'(z) =
0

¢ (4x) - 4 = 44z e** = 8\/x €**, para qualquer x €]0, +o0].
(b) Como resultado da alinea anterior sabemos que F' é continua em [0, 1] e difer-

encidvel em |0, 1[. Estamos assim nas condi¢Bes do Teorema de Lagrange, pelo que
concluimos existir ¢ €]0, 1] tal que

oy e FQ)-F(0O) _
F'(c) =8ce! —17_0—F(1).

Como0<e<l1l vemO0< S\Ee46 < 8e*. Logo, temos F(1) < Ret.
6. [2.0 val.] Considere a figura abaixo, onde estdo desenhados os graficos das funcdes
f(x) = —2? + 42 +1e g(x) = 2> — 2> + 1, no intervalo 1, 3].

Escreva sob a forma de integral, sem o calcular, a drea da regido a sombreado.

Resolucao:
Comecemos por calcular os pontos de intersec¢do das funcdes f e g. Temos
flx)=g(z) e —?+4z+1=2 -2+l dr=02=0Vz=2Vr=—2.

No intervalo [—1,0], g > f (basta ver, por exemplo, que g(—1/2) > f(—1/2)). Em
[0,2], f > g, pois, por exemplo, f(1) > g(1). Por dltimo, em [2,3], f > 0. Assim, o
valor correspondente a drea do dominio indicado é dado por

[ 6@~ senans [ - ganao s [ i

-1



dx—4
z(z2+2)"

7. Considere a fungdo f(x) =
(a) [2.0 val.] Determine uma primitiva de f.

+oo
(b) [1.0val] Calcule, por defini¢do, o valor do integral impréprio / f(x)dx.
1

Resolucao:

(a) A fungdo f é uma fungdo racional, o numerador e o denominador ndo tém factores
comuns e o denominador j4 esta factorizado (2242 n3o tem raizes reais). Sabemos

que

dr —4 A Bx+C
f(x)_ac(:v2+2) = 2427

onde A, B e C € R s3o constantes que podemos determinar. Reduzindo ao mesmo
denominador obtém-se

dz—4 (A4 B)a*+ Czx+2A
z(22 +2) z(z? + 2)

fz) =

Assim, A+ B=0,C=4e2A = —4, ouseja, A= -2, B=2e C = 4. Daqui
resulta que:

-2 2x—|—4 2v +4
/f(ﬂf)dw—/sc oL /d+/ 5 do =
_210g|x]+/ 2+2d +2\[/ 1/\[ dr =

\/é) 1

= —2log|z| + log(z? + 2) 4+ 2v/2arctg (\%) +c,

com ¢ uma constante real.
(b) Por definicdo e usando a alinea anterior, temos
T

/1+OO f(x)dz = lim /x f(t)dt = lim [—210g(t) +log(t? + 2) + 2V2 arctg <\;§>} =

r—+o00 Jq T—+00 1

= lim <—210g(x) +log(a? + 2) + 2v2 arctg <\%> — log(3) — 2v/2 arctg <\2>) :

T—r+00

= lim_ <10g (fc $+ 2) + 22 arctg (\@) — log(3) — 2V/2 arctg <\}§>> _

= lim_ <log <1 + ;) +2V/2arctg (\%) —log(3) — 2v2 arctg (%)) -

— 0+ V27— log(3) - 2V2arctg (¢1§>




