Analise Matematica I D - 2° Teste 3/6/2011

Nota: Esta é apenas uma resolugao, de entre muitas outras possiveis.

1. Considere a funcao real de varidvel real definida por:

flz) = 222 sen (%), sex >0
| arctgw, sex <0

(a) Determine o dominio de f.

(b) Estude a continuidade de f.

(c¢) Defina f’, a fungao derivada de f.

(d) Calcule IEIEOO f(x) e xEIEloo f(x), indicando as equagoes das assimptotas horizontais

ao gréafico da funcao.
Resposta:

(a) E necessério estudar o dominio de cada expressao designatéria que define a fungao:

e se z > 0, o valor de f(z) é calculado como 2z%sen (2), que estd definido desde
que z # 0. Logo esta bem definido para todo x > 0;

e se x <0, f(z) calcula-se como arctg x que esta definido para todo o niimero real.
Logo esté definido para = < 0.

Desta forma conclui-se que o dominio de f é R.
(b) e Paraz <0, afungao f(z) é definida por uma fungao trigonométrica inversa, que

sabemos ser continua.

e Para x > 0, a fungao f(x) define-se como:

— o quociente de duas fungoes continuas (polinomiais), que é uma fungao continua
no dominio onde esteja definido;
— a composicao desse quociente com uma fungdo continua (trigonométrica),
resultando numa fungao também continua no dominio onde esteja definida;
— o produto dessa composi¢ao por uma funcao continua (polinomial), que re-
sulta numa fung¢ao continua no dominio onde esteja definida.
Assim, concluimos que f é continua em RT.
Falta analisar a continuidade em x = 0. Atendendo a que o produto de um in-
finitésimo por uma funcao limitada é um infinitésimo, podemos concluir que

2
lim f(z) = lim 2z%sen <> =0.
x

r—0t z—0

Como
f(0)=0 e lim f(zx)= lim arctgz =0

z—0~ z—0~

concluimos que f é continua em x = 0. Logo f é continua em R.



(c) e Paraz <0, f estd definida por uma funcdo trigonométrica inversa, que sabemos
ser diferencidvel com derivada f'(z) = Tlxg;
e Para x > 0, f estd definida como
— o quociente de duas funcgoes diferenciaveis (polinomiais), que é uma fungao

diferencidavel no dominio onde esteja definido;

— a composicao desse quociente com uma fungao diferencidvel (trigonométrica),
resultando numa funcao também diferencidvel no dominio onde esteja definida;

— o produto dessa composigao por uma funcao diferencidvel (polinomial), que

resulta numa fungao diferencidvel no dominio onde esteja definida.
Assim f ¢ diferencidvel em R™ com derivada f’(z) = (227 sen (%))/ = 4z sen (2)+
222 (sen (%))’ = 4z sen (%) — 4 cos (%)
Falta analisar a diferenciabilidade em x = 0. Comecemos por determinar a derivada
a esquerda no ponto z = 0O:

- f(x)—f(O)_ . _arctgx 1
fO=lm == =M Tire st

No caso da derivada a direita, novamente atendendo a que o produto de um in-
finitésimo por uma funcao limitada é um infinitésimo, vem

222 sen (2) 2
! = lim —%% = lim 2 — | =
7o) = iy S0 = i 2ren (2 =0

Como os dois limites anteriores apresentam valores distintos, podemos concluir que
f nao é diferencidvel em x = 0.
Assim sendo, f é diferencidvel em R\ {0}, com derivada f’: R\ {0} — R, definida

por
flz) = 4x sen (%) — 4 cos (%) , sex>0
H%’ se x < 0.

(d) Comecemos por determinar

lim f(z)= lim 2z%sen (2)

T—+00 T——+00 x

que conduz a uma indeterminacao do tipo oo x 0. Fazendo a mudanca de variavel
Yy = %, obtém-se que z — +oo se e sé se y — 0T e portanto

8
lim f(z)= lim o5y
T—+00 y—=0t Yy Yy
- .. . seny .8
O valor do ultimo limite resulta de lim =1le lim — = 4o0o. Desta forma,

y—0t Y y—0T Yy
nao existe assimptota horizontal a direita.
Calculando agora

lim f(z)= lim arctga = _f,
T——00 T——00 2

concluimos que existe uma assimptota horizontal a esquerda de equagao y = —7.



2. Considere a sucessao convergente:

(a) Calcule o limite de (uy,).

Sejam (ay,) e (by) duas subsucessoes de (uy,).

(b) Qual é o valor de lim(a,, — by,)?

(¢c) Sendo ¢ : R — R uma fungao continua e v, = ¢q(a, + by), Vn € N, calcule lim v,.
Diga, justificando, se (vy,) é limitada.

Resposta:

(a) No célculo do limite pedido encontramos uma indeterminacao do tipo 1°°. Contudo,

21
. n? \" 7' 1" , 1 2 1
lim 5 = lim 5 :hmin2 1_1_72 = —.
n+2 1+ 5 (1 4 %) n €

(b) Sabemos que (u,) é uma sucessdo convergente. Sendo (a,) e (by) subsucessoes de
(un), podemos concluir que sao ambas sucessoes convergentes, com limite igual ao de
(un). Entao lim(a, — b,) = lima,, — limb,, = lim u,, — limu,, = 0.

(¢) Como ¢ é uma fungao continua temos que lim v,, = lim g(a,, + b,) = ¢(lim(a, +by,)) =
q(lim a,, +1im b,,). Tal como na alinea (b), sendo (ay,) e (b,,) duas subsucessoes de (uy,),
sabemos que lima, = limb, = limu, = e 2. Assim, limv, = q(lima, + limb,) =

qgle 2 +e72) = q(2e7?).
3. Considere b € R e g : R — R a funcao definida por:

() = —a% — x4 b, sex <0
g\ = 323 — 222+ x+1, sex>0

(a) Para que valores de b a fungao é continua em todo o seu dominio?

(b) Para que valores de b a fungao tem um minimo absoluto? Qual o seu valor?
Sugestao: Comece por analisar a monotonia da funcao.

(¢) Considerando b < 0, justifique que g admite um unico zero.
Resposta:

(a) Para x < 0 e x > 0 a fungdo é continua, uma vez que é definida & custa de duas
fungbes polinomiais, ambas continuas em R. A fungdo g serd continua em x = 0 se e
sO se

lim g(z) =g¢(0) = lim g(x).
Tim g(x) = 9(0) = lim_g()
Atendendo a que lim g(z) = lim 323 —22°+2+1=1=g(0) ea que lim g(z) =
z—0t z—0t z—0~
lim —z3
z—0~
todo o seu dominio, se e s6 se b = 1.

— x4+ b = b temos que g sera continua em x = 0, e consequentemente em

(b) Seguindo a sugestao dada, comecemos por determinar a fungao derivada de g em
R\ {0}. Temos que

’(x)— —32% — 1, sex <0
IE = 022 — 4241, sex>0



Ambos os polinémios que definem a funcao derivada de g ndo apresentam zeros, pelo
que a fungao derivada serd negativa, se x < 0 e positiva se z > 0. Consequentemente,
a funcao g serd decrescente se x < 0 e crescente se x > 0. Atendendo ao valor dos
limites laterais da fungao em x = 0 e ao valor de ¢g(0), podemos concluir que se b < 1
entdo a fungdo nao terd nenhum minimo local em x = 0. Se b > 1, entdo = = 0 é
minimo local de g, podendo ainda concluir-se, atendendo a monotonia da funcgao, que
¢ um minimo global.

(¢) Supondo que b < 0, atendendo a continuidade da fungao para x < 0 podemos concluir
que existe € < 0 tal que g(e) < 0. Como lim g(x) = 400, novamente atendendo
rT——00

a continuidade da funcao para z < 0, podemos concluir que existe < ¢ < 0 tal
que g(f) > 0. A fungdo g é continua em [, €] logo o Teorema de Bolzano garante a
existéncia de pelo menos um zero para g em |3, ¢[. Como g é estritamente decrescente
em | — 00, 0 o zero serd unico. Em [0, +o00[, atendendo a que g(0) = 1 e a que a fungao
é monodtona crescente, podemos concluir que nao existe nenhum zero.

4. Considere a fungao definida em R\ {—3} por:

h(z)

o
43

(a) Determine a férmula de Taylor para h, com resto de Lagrange de ordem 3, centrada
no ponto 2.

(b) Calcule

. h(z)— Bz +4)5
lim
r—2 (.%' — 2)2
C ostre que para qualquer ponto do 1ntervalo , 5|y COIMetemos um erro Imnierior a
Most 1 to do intervalo [2,3 t inferi

1072 ao utilizar os trés primeiros termos do desenvolvimento em férmula de Taylor
da alinea (a) para aproximar o valor da fungao no ponto considerado.

Resposta:

(a) Atendendo a que a funcdo é de classe C3(R \ {—3}), podemos escrever a Férmula de
Taylor pretendida. Determinemos h(2), h'(2),h"(2) e h"'(c). Temos

h(z) = 713 =  h2)=12
x+3)—x
h(x) = ((a;+i)’))2 = (x—f?:)Q = W2 =45
R'"(z) = 3.(=2)(x +3)73 = (x%g)lz = h'(2)= _118%5
W (@) = (~6).(-3)(a + 3 = 5 = K(e) = Ly

Entao a formula de Taylor de h, com resto de Lagrange de ordem 3, em torno do
ponto 2 é dada por:
ha) = h@)+ @)@ -2)+ 5P @ -2+ Y (@ - 2)°
= %+%($—2)—%($—2)2+ﬁ($—2)3

onde c¢ esta entre x e 2.

(b) No célculo deste limite deparamos-nos com uma indeterminagao do tipo 0/0. Consid-
eremos a férmula de Taylor para h(z) determinada na alinea anterior. Temos entao
que:



il—% (x —2)2 -
2 3 3 3 3 4
= lim
r—2 (x — 2)2
(@ —2)? e —2)° 3 3
— 125 (c+3) — 1 9 _9
Py (x —2)? (x —2)2 and 125 + (c+3)4 (z-2)
3 3 9 3

- 4 (2_9)=__"_
125 (2+3)4( )= 1%

tendo em conta que ¢ — 2 quando x — 2.

Ao utilizar os trés primeiros termos do desenvolvimento em férmula de Taylor para
aproximar o valor da funcao A num dado ponto estamos a desprezar o resto de La-

grange de ordem trés, que corresponde ao erro cometido na aproximagao.

O referido resto é dado por R3(z) = ﬁ(m — 2)3. Pretendemos entdo majorar

|R3()| no intervalo [2, 5], para assim estimar o erro cometido. Tem-se, para z € [2, 3],

3 3 5 3 3 1 1
|3 ()] (c + 3)4 (z=2)" < (2 4 3)* (2 > Sx 51 252 S 102

A primeira desigualdade resulta de que para determinarmos um majorante para um
produto de duas fungoes nao negativas podermos majorar cada um dos factores. Ora
dado que, nos intervalos considerados, o primeiro factor é uma funcao decrescente e
o segundo é uma fungao crescente, para obter um majorante substituimos = por % e

¢ por 2, dado que z € [2,3], e c €]2, 5]



