Analise Matematica I D - 1° Teste
15/4/2011

Nota: Esta é apenas uma resolugao, de entre muitas outras possiveis.

Determine o valor do integral:

/6 sin(log(x)) |

xT

Resposta: Determinemos em primeiro lugar D, o dominio da funcao inte-
granda. Dado que esta fungao é definida a custa de log(z), teremos de ter
x > 0. Como ¢ definida por uma fracgao cujo denominador é x, vem que
x # 0. Daqui resulta que D = {z € R: 2 > 0}. Assim sendo, o intervalo
de integragao [1, ] esta contido no dominio D e portanto o integral pedido
é um integral de Riemann.

Com vista a utiizacao da Regra de Barrow para o cédlculo do valor do

sen(log(x))

integral, determinemos uma primitiva de . Temos

/sin(lzﬂdﬁ = /sin(log(x))%dx = —cos(log(x)).

Assim,

/16 Mdz = [— cos(log(z))]] = — cos(log(e))+cos(log(1)) = — cos(1)+1.

a) Considere ¢t = y/cos(z). Mostre que sin(x) = v1 — t%.

Resposta: Da mudanga de varidvel ¢t = y/cos(x) resulta cosz = t2
donde z = arccos(t?) serd um angulo do intervalo [0, 7] (considerando



a restrigao principal da fungao coseno). Pela férmula fundamental da
trigonometria sabemos que

cos?x +sinz =1,
donde resulta:
t*+sin’z =1 sinz = +v/1 — t4.

Dado que x pertence ao intervalo [0, 7], podemos concluir que o seu
seno tomard um valor positivo, pelo que sinz = /1 — 4.

Utilizando a substitui¢ao ¢t = 1/cos(z), determine a familia de prim-
itivas da funcao
sin®(z)
fl@) = —=

cos(x)

Resposta: Utilizando o método de primitivagao por substituicao e
considerando t = y/cos(z), temos:

2 2
= /—2(1 —th)dt = -2t + 5:55 +e = —2y/cos(z) + cos(2))° +e¢,

com ¢ uma constante real.

Mostre que lim+ zlog"(z) = 0, sendo n um niimero natural. Utilize,
z—0

por exemplo, a mudanca de variavel y = — log x.

Resposta: Se considerarmos a mudanca de varidvel sugerida, obtemos
z = e~ Y. Daqui resulta que x — 07 se, e s6, se y — +00. Entao,

lim zlog"(z) = lim e ¥(—y)" = lim (—1)"% = (=1)" lim .
Jim wlogh(z) = lm e™(—y)" = lim (-1)"70 =(-1)" lim -~

Da relacao entre as velocidades de crescimento da fungdao exponen-
n

cial, ¥ e da fungdo polinomial, y™, sabemos que lim % =0, logo

y——+oo €

Ilir(r)l+ xlog"(z) = 0.

1 1
Calcule, caso existam, o valor dos integrais / log(z)dz e / log?(x)dz.
0 0

Resposta: Os dois integrais s@o integrais impréprios de 2% espécie,
porque o dominio de integracao é um intervalo limitado mas as fungoes



integrandas nao sao limitadas nos dominios de integracao consider-
ados. Recorrendo a definicao de integral impréprio e ao método de
integracao por partes obtemos:

/0 1log(x)dz = lim 1log(t)dt: lim ([tlog(t)]; /x 1 ti‘”) _

z—0 z—0t

x

N —
= lim (—zlog(z) - [t]}) =

z—0+t
= lim (—zlog(x) —1+x) =
Jlim (—zlog(z) —1+2)
= — lim (] lim (—1
lim (zlog(z)) + lim (-1 +2)

Pela alinea anterior, sabemos que lim+ (zlog(x)) = 0. Assim, pode-
x—0

mos concluir que fol log(x)dx = —1.
L L 1
1 dr = i 1 t)dt = li [t] 121
/0 og”(z)dx Jm | og (t)dt = lim ( og”( / og(t
= lir(r)l+ (logQ(l) — zlog?(z) — 210g dt) =

1
= lir(r)l+ (—xlogQ(x) —2/ 1og(t)dt) =

= — lim (zlog?(z)) — 2 lim </1 log(t)dt)

z—0t z—0t

Atendendo & alinea (a) e ao cdlculo do integral anterior, concluimos

que
1
/ log?(z)dz = 2.
0

Utilizando o Principio de Inducao Matemadtica, prove que:

1
/ log"(z)dx = (=1)" nl, Vn € N
0

Resposta: Analogamente & alinea (a), o integral fol log"(z)dxz é um
integral impréprio de 2% espécie para qualquer n € N.

e Se n = 1, pela alinea anterior sabemos que fol log(x)de = —1 e
(—=1)'1! = —1. Entao a proposicao é verdadeira para n = 1.

Para n > 1 arbitrario e fixo, consideremos:



e Hip6tese de indugao: fol log" (z)dz = (—1)™ n!
e Tese de indugao: fol log" ™ (2)dx = (1)t (n +1)!
e Prova da tese de indugao:

1 1
/ log"t (z)de = lim log" ™t (t)dt =
0 z—0t Jg
! 1
= 11%1+ ([t log" ™ (1)]2 —/ t(n + 1)log"(t)tdt) -
1
= ling+ <1og"+1(1) —zlog" M (z) — / (n+1) log"(t)dt) =
1
= lirg+ <—m log" ™ (z) — (n + 1)/ log"(t)dt> =
1
_ 1 n+1 _ : n _
— xlirélJr(x log"" (z)) — (n+1) xlirgh (/m log (t)dt) =
1
=~ lim (zlog™ (@)~ (n +1) / log” (z)dz
r— 0

n

Pela hipétese de indugao, sabemos que fol log" (x)dx = (—1)™ nl.

Pela alinea (a) temos que lir&(m log"*!(z)) = 0. Entao:

/1 log" ™ (z)dr =0 — (n+1)(=1)" n! = (=1)"* (n+ 1)
0

Desta forma, o Principio de Indugao Matematica garante que

1
/ log"(z)dx = (=1)" nl, Vn € N
0

. ~ . 2 2 2
4. Considere a sucessao definida por u, = g5 + Em@,ﬁ 4+ Emglﬁ =

L 2

n
) s v € N
=0

(a) Indique, sem simplificar os cdlculos, quais os termos de ordem 1, 2 e
3 de (up).

Resposta:

1

12 12 12
“1:;5x13+2k:5><13+2><0+5><13+2><1

|~

+

| =



2 22
“2:Z5><23+2k

k=0
22 22 22
= + +
Fx224+2%x0 Hx224+2x1 5Hx2324+2x2
4 4 4
_40+42+44

3 52
“3:Z5x33+2k

k=0

32 32 32
= + +
Fx334+2x0 Hx33+2x1 5Hx334+2x2
32
+5><33+2><3
9 9 9 9

=135 137 T 139 141

(b) Prove que (u,) é limitada.

Resposta: Qualquer que seja n € N e k, inteiro entre 0 e n, a fraccao
2

m é positiva. Consequentemente, também
Up = —— >0,Vn € N.
" k; 5n3 + 2k

<

3 3 n n
Por outro lado, para valores de k inteiros entre 0 e n, 5375 < 553,

donde

n mop2 "1 1
n = —_ < _— B ]_ -—,
“ ,§5n3+2k*k§5n3 kzzos’m (nt+ 15

justificando-se a ultima igualdade pelo facto de estarmos a somar
(n+ 1) parcelas independentes de k. Como % < 1,Vn € N, obtém-se

1 1 1 2

Conclui-se assim que 0 < u,, < %, qualquer que seja n € N, pelo que
(up) é limitada.

Nota: Uma alternativa a esta resolugao seria invocar a convergéncia
de (uy,) (ver a alinea seguinte) e o facto de que toda a sucessao con-
vergente é limitada.

(c) Calcule o limite de (up).



Resposta: Na alinea anterior verificou-se que

n+1

Uy <
"= 5n

Por outro lado, para valores de k inteiros entre 0 e n, também se tem
2 2

5ng+2k 2 5n§L+2n €
n 2 n 2 2
n n n
tn ;5n3+2k_;5n3+2n R B

justificando-se a ultima igualdade pelo facto de estarmos a somar
(n + 1) parcelas independentes de k.
Logo,
n3 +n? n+1
— < <
503 +2n — " = Top
qualquer que seja n € N.

9

Como,

n3 +n? 1+1 1 n+1 1+1 1
li =1 LC— li = lim —" = =
im 5% T om 11(1154_%2 g e lim— im — 2

o Teorema das Sucessées Enquadradas garante que (u,) é conver-
1
gente para .

Determine a natureza do integral impréprio
+oo 1

—_—dx.
3 Vi —x—6

Resposta: Comecemos por determinar D, o dominio da fungao integranda.
Temos
P —2-6=0r=3Vr=-2

Assim
D={zeR:2%>—2—6>0} =] — 00, —2[U]3, +],

tendo em conta que o grafico de 22 — 2 — 6 é uma pardbola que tem a
concavidade voltada para cima e portanto toma valores positivos fora dos
zeros, que como vimos atras sao em z =3 e x = —2.

+oo 1
3 VaZ—x—6
itado, podemos concluir que o integral considerado é um integral misto.
Sera entao conveniente reescrever o integral sob a forma:

Atendendo a que o dominio de integracao de dx é ilim-

“+o0 + oo 1

1 4 1
iz :/ - e+ - dn
3 vVaz—x—6 3 Viz—z—-6 4 Va2 —x—6



em que no segundo membro temos, respectivamente, um integral impréprio
de segunda espécie e um integral improprio de primeira espécie.
O integral impréprio do primeiro membro da igualdade serd convergente

se, e s6 se, ambos os integrais improprios do segundo membro forem con-
vergentes.

Para estudar a natureza do integral de primeira espécie observemos que

1 . . 11
T tem o mesmo tipo de crescimento que NRRL quando x

tende para +o00.

Atendendo a que a funcao integranda é nao negativa no dominio de inte-
+oo
gragao, comparemos o referido integral impréprio com o integral / —duz,
4 x

com @ =1 <1, que é portanto divergente.

Como o limite

1
—— 2
li i N | R 1 1
im T = lim 5 = lim — % =1
T— 400 rz—+oo | X r—6 z—4oo\1—-=— 2
€T xT €T

¢ finito e nao nulo, os dois integrais impréprios tém a mesma natureza,
pelo que o integral improéprio inicial, de primeira espécie, é divergente.
Assim o integral misto também serd divergente.

. Calcule o valor da area do dominio limitado pelos graficos das fungoes
fl)=2*+1eg(x) =232z +1.

Resposta: Comecemos por determinar as intersecgoes dos graficos das duas
funcdes resolvendo a equacio z2 + 1 = 23 — 2z + 1 que é equivalente a
23 — 22 — 22 = 0. Factorizando-se o primeiro membro obtem-se x(x —
2)(z + 1) = 0, donde resultam as solugoes = —1, x = 0 e z = 2. Estas

sao as abcissas dos pontos onde os graficos de f e g se intersectam.

Entre intersecgbes consecutivas, a posicao relativa dos gréaficos de f e g
mantém-se constante (caso contrdrio, as intersecgdes nao seriam consec-
utivas). Por outro lado, para valores de x superiores a 2 ou inferiores a
-1, os gréficos nao voltam a intersectar-se pelo que nao definem dominios
limitados.

Desta forma a drea pretendida sera dada por
2 0 2
| 1@ = g@lde = [ 15@) - gla)ldo+ [ 15(@) - g(a)|do
—1 0

-1

Resta saber qual o sinal de f(z) — g(x) em cada um dos intervalos con-
siderados, para que se possa simplificar |f(x) — g(z)|. Para tal, pode
recorrer-se

e a0 esboco dos graficos das fungoes;



e a0 célculo do valor das fungées f e g num ponto interior a cada um
dos dominios de integragao;

e ao simples facto de os integrais f;(f(m)—g(a:)) dz e f;(g(x)—f(x)) dz
serem simétricos. Como um deles correspondera ao valor pretendido,
mesmo que se calcule o outro (que terd um valor negativo) bastard
considerar o valor simétrico.

Para o integral em [0, 2], calcule-se o valor das fungées em x = 1, ponto
interior do dominio de integracao. Como f(1) =2 e g(1) = 0, conclui-se
que no intervalo ]0,2[ a funcdo f é superior a g e portanto

2 2
/ 1 (z) - g(z)| dx = / (f(z) - g(x)) do
0 0
:/ [(2% +1) — (2® — 22 + 1)) dx
0
= /2((E2 — 2% 4 22) dx
0

[t L8 16, 8
13 4 v 3 4 3

Para o integral em [—1,0], calcule-se, por exemplo, directamente o valor
do integral
0

3 4 3 12

=

Olf@c)—g(x)dm: /|

5 gt 0 -1 1 5
(% —2’+27) dx = V—x—kxﬂ :—(——1—1) =——
-1

Como este valor é negativo, concluimos que f_ol |f(z) — g(z)|dz = 3.

(Conclui-se ainda que no intervalo | — 1,0[ o gréfico da fungéo ¢ encontra-
se acima do gréfico da funcao f).
O valor da drea correspondente ao dominio indicado serd igual a 1—52 + % =

37
12°



