Analise Matematica | D

Resolucdo do Exame de Recurso — 11 de Julho de 2011

Nota: Esta é apenas uma resolucao, de entre muitas outras possiveis.

1. Considere a fungdo h(x) = log(x).

(a)

(b)

Prove que a expressdo que define a derivada de ordem n de h pode ser dada por:
- 1!
R () = (-1)7“%, Vn € N.
x

Mostre que o grafico de h(™) admite uma assimptota horizontal e outra vertical.
Indique as respectivas equagoes.

Resposta:

(a)

Comecemos por mostrar que para n = 1 obtemos uma proposicdo verdadeira:

Hiw) = log(a)) = | = (-0

Provemos agora que verificando-se a propriedade para o natural n também se ver-
ifica para o natural seguinte. Para tal, comecemos por definir uma hipdtese e uma
tese:

rl

Hipétese: h(™(z) = (—1)n— 1L Tese: W) (z) = (—1)" 1,

xn

Prova da tese:

h("+1)(a?) — (h(n)(l,))/ _ ((_Un—l (n — 1)!)/
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= ()" (n—D(-n)z " = (—1)nW~

O dominio de h é RT. Sendo n € N, para todo o z € R*, h(™ encontra-se
bem definida. Assim, por forma a averiguar a existéncia de assimptotas verticais e
horizontais ao grafico de h(™), vamos determinar os seguintes limites:

lim A™(z) e lim A (x).

z—0+t T—>+00

No primeiro caso temos:

lim A™(z) = lim (—1)71—1M =(=1)"Yn—-1)! lim —.

z—0t z—0t xm z—0+t 2™

. 1 . )
Como lim —, = 00,0 valor do limite pretendido serd +o00 ou —oo, consoante
rz—0+ T

n seja um ndmero fmpar ou par, respectivamente. Desta forma, o gréfico de h("™)
terd uma assimptota vertical de equacdo = = 0.

Determinemos agora

lim A" (z) = lim (—1)"—1u = (=) Y(n—-1)! lim Lo

T—+00 T——400 " z——o0 "

Entdo, o grafico de h(™) apresenta uma assimptota horizontal de equac3o y = 0.



2.

Considere tanz = ¢, com = € [0, 5 [.

(a)
(b)

Prove que cosT = —— e que senz = ———.
q Vit €4 Vi1tt2

Utilizando a substituicdo indicada, calcule o valor de

s
6 senx
—dx.
o Senxr —Cosx

Resposta:

(a)

Pela férmula fundamental da trigonometria sabemos que cos?(x) + sin?(z) = 1.
Dividindo ambos os membros da equac3o por cos?(z), por forma a obter tan(z),
0 que nos permitiria utilizar a relacdo indicada no enunciado, obtemos:

1
142

1
1+ tan’(z) = —— & 1+t2 = & cos?(x) =

cos?(x) cos?(x)
Desta dltima igualdade resulta que cos(z) = + 11+t2. Atendendo a que x € [0, 3 [
1

1+t2 ' . .
Recorrendo novamente a férmula fundamental da trigonometria obtemos:

podemos concluir que cos(z) =

. 1 12

sin?(z) =1 — cos?(z) =1 — ikl
Assim, sin(z) = + +t = j:\/%. Novamente, como = € [0,%[, podemos
concluir que sin(x) = 1it2'

Pretendemos utilizar o método de integracao por substituicdo, considerando a sub-
stituicdo tan(z) = t, para calcular

s
6 sen
—du.
o Senxr — Cosx

Como tan(z) =t vem x = arctan(t) e (arctan(t))’ = Por outro lado, z = 0

1+t2
corresponde at = 0 ez = § corresponde a t = tan(g) = % Assim, recorrendo as
expressoes deduzidas na alinea anterior a partir da substituicao considerada, vem:

V3

s __senx 3 1+t2 1 /3 t
dt = ——dt.
/0 senx—cosx / wive: 1+t2 1+¢2 o (E=1)(2+1)

A func3o racional 0

t . o~ .
=0EED admite uma decomposicao do tipo

t A +z%+C{_A@W+U+th+CXp—U
t—D2+1) t—1 241 (t—1)#2+1) '
Daqui resulta
A+B=0
C-B=1
A-C=0
donde
B=-A
A+A=1

Cc=A



Assim, A = % :—% eC:%, pelo que

B

§ 1% 1 t+1
6 sen 3 —
L P S -
/0 seng —cosz 2/0 t—1+t2+1

V3 f f

301 1 2t 1 3 1
——dt — dt + = dt =
/0 t—1 4/ 2+1 +2/ 2+1

N ) v N
llog |t — 1]],* ~1 [log(t + 1)]0“‘ + 3 larctan(t)],® =

1 V3 1 4 s

3. A superficie de uma pega mecéanica consiste na drea compreendida entre os graficos
das funcoes

l\D\P—‘ Mo =

y(z)=lz| e yolx) =0.0522 + k.

(a) Sabendo que a curva y; é tangente ao gréfico de y;, mostre que k = 5.

(b) Calcule o valor da drea da superficie correspondente.

Resposta:

(a) Se a curva é tangente ao grafico de |x|, entdo as abcissas dos pontos de tangéncia
serdo solucoes da equacio:

(0.052% + k) = 1 & 0.1z = +1 & x = £10.
Como a ordenada correspondente a z = +10 é y = 10, obtemos

0.05x10°+k=105+k=10=k=>5.

(b) O valor da &rea correspondera ao integral

10 0 10
/ 0.05x2+5—\xydx:/ O.O5x2+5+xd$+/ 0.0522 + 5 — xdr =
_ 0

10 —10
0.05 227° 0.05 2P 10
a4y 5r 4 + | 2%+ 5z =
3 1 3 2 |,
50 100 50 100 _ 100
=2 50— —— 450 — — =
3 5 T3 2 3

(a) Considerando s > 1, determine, caso exista, o valor do integral

“+oo
/ 1=9)7 4o
0

(b) Considere uma fun¢3o f, continua em [0, 4o00| e que verifica

Ve >0, |f(z)] <e".

+00
/ e ¥ f(z)dx
0

converge, qualquer que seja s > 1.

Mostre que



Resposta:

(a) Pela defini¢do de integral impréprio de primeira espécie temos

+o0 T e(lfs):p T

/ =97 gy = lim 1797 gp = lim =
0 T—+o0 0 T—~+o00 1— S

— lim (1797 1) = 1!

Totoo1—s 1—-s s—1’
uma vez que lim =T — 0, porque s > 1.
T—+o0
(b) Como |e=%% f(x)| = |e % ||f(z)] < e % e® = (1797 Vz € [0, 400], aplicando

um dos critérios de comparacdo e o facto de sabermos, pela alinea anterior, que o

integral
“+o0o
/ e(lfs):p dr
0

é convergente, podemos concluir que o integral f0+oo |e™5% f(x)| dx é convergente.

Logo o integral f0+°° e %" f(x) dx é absolutamente convergente.

5. Calcule o valor dos seguintes limites:

en+1

(a) hm(gZﬁ)
(b) lim \7{2__11;

n_ ok n
(c) hmz ﬂ

n

k=1

Resposta:

(a) Como

do valor dos limites

2\¢" 1\°¢
lim (1 + em) =¢?,  lim (1 + en> =e,
e 42 et e\ ¢
lim =— ] =e€°.
e +1 e

(b) Tim 4251 — 0, porque lim (/2 — 1) = Tim (25 — 1) = 0 e lim (n — 1) = +o0.

conclui-se que

n—1

(c) Como 0 < 2F < 4F < 4" qualquer que seja k € {1,...,n} e x + {/z é uma
aplicacdo crescente, conclui-se que

Van < A2k 4 4n < {/4n 4 4n,

qualquer que seja k € {1,...,n}, ou seja

4 < 2k 4 4n < 2 x 4n,



Desta forma,

)

n n n
4 V2k 4 4n 42
I I
n 1 n

3

k=1 k=1

o que pode ser simplificado como

n
V2k 4+ 4n
<SP

n

4
k=1

Como lim4/2 = 4lim2% = 4, conclui-se, pelo Teorema das Sucessdes En-

quadradas, que
n
V2K 4 4n
lim E VA 4

n
k=1

Calcule o valor de
I 3 — 222 —x+2
im
r—1 .’E2 — 3z + 2

E possivel garantir a existéncia de € > 0 tal que

322 — 2
-1 <em TS TTTE o) 00017
22 — 3z + 2

Caso seja possivel, indique um valor € nessas condicdes.

(Sugestdo: Comece por factorizar os polinémios e simplificar a expressdo da fungao
racional.)

Resposta:

(a)

O ponto 2 = 1 é um zero de ambos os polinémios 23 — 222 —z +2 e 22 — 3z + 2,
pelo que na determinagdo do limite pedido nos deparamos com uma indeterminagao
do tipo %.

Factorizando ambos os polinémios, sabendo que z = 1 é uma raiz, obtemos 23 —
202 —x+2 = (r—1)(22—r—2) e 2?32 +2 = (z—1)(2—2). Usando a férmula
resolvente podemos ainda decompor 22 — x — 2 como o produto (x + 1)(z — 2),
pelo que 23 — 222 — 2 +2 = (v — 1)(z + 1)(x — 2). Assim,

? -2t —2+2 (z—-1)(z+1)(z—-2)
2 _3r+2 @w-Da-2 _t!

3 2
o0 =2xf —xr+2 _
T e el =2

. , , , . 3 -2 —x 42 .
Sim, é possivel. Pela alinea (a) lim 3 = 2. Se recorrermos a
z—1 x4 —3x+2

definicdo de limite segundo Cauchy, sabemos que para todo o § > 0, neste caso
0 = 0.001, existe um € > 0 que satisfaz a proposicdo do enunciado.

Determinemos um valor para € nestas condigdes. Se usarmos a alinea (a) sabemos
que
23 -2z —x+2
z? — 3z + 2

2= l@+1) =2 = e -1

Assim, basta considerar € < 0.001 para que a proposicdo seja satisfeita.



7. Considere g(z) = 2> + 2% + = + 1.
(a) Para a fungdo g, determine a Férmula de Taylor com resto de ordem 3, centrada
no ponto r = —1.

(b) Indique uma estimativa do erro maximo que se comete quando se efectua uma
aproxima¢do no intervalo [—1,—%], utilizando a férmula determinada na alinea
anterior mas desprezando o resto de ordem 3.

(c) Recorrendo a Férmula de Taylor anteriormente determinada, calcule o valor de

lim 9%
e——1732 -1

(d) Seja p(z) o polinémio de grau 4 correspondente a Férmula de Taylor da fungéo g
em torno de um ponto a € R. Justifique que g(x) — p(x) = 0, qualquer que seja
r € R.

Resposta:

(a) Como a fungido g é polinomial, sabemos que g € C*°(R). Podemos ent&o aplicar o

Teorema de Taylor no ponto x = —1 para escrever a Férmula de Taylor com resto
de ordem 3 para g. Obtemos que existe um c entre x e —1 (z € R qualquer) tal
que

(x+1)2 (x+1)3

9(z) = 2’ +2*+x+1 = g(~1)+¢'(-1)(z+1)+¢" (1) +4"(c)

2! 3!

Temos que g(—1) = —1+1—-14+1 =0, ¢'(x) = 322+22+1, ¢'(—1) = 3—2+1 =2,
J"(x) =6z +2, ¢'(—1) = —6+2 = —4 e ¢"(x) = 6. Ent3o, substituindo na
Férmula de Taylor, obtemos

12 3
(x+1) +6(;1:—|—1)
2! 3!

g(z) = 42’4241 = 04+2(z+1)—4 = 2(x+1)—=2(z+1)* 4+ (z+1)3.
(b) Pela alinea anterior o resto de ordem 3 é (z + 1)3. Se z € [—1,—1], isto &, se
-1 <z< —%, entio 0 < (z +1)3 < (%)3 = %. Assim, o erro maximo que se
comete quando se efectua uma aproximacdo no intervalo [—1,—%], utilizando a
férmula determinada na alinea anterior mas desprezando o resto de ordem 3, é %,

quando se toma z = —3.

(c) No célculo do limite deparamos-nos com uma indeterminag&o do tipo %. Recorrendo
a Férmula de Taylor anteriormente determinada temos que

— 2 3
lim g(a:) — lim 2@ +1)—2(x+ 1)+ (z+1) _
e——1132 -1 z——1 x? -1
i 2z +1) = 2(x +1)? + (x + 1)3
= 1im =
z——1 (x+1)(x—1)
— 2 —92.
_ oy 272D @D 2-2.040
z——1 rz—1 —2

(d) Sabemos que g(z) — p(z) = g¥(c) ($Zf‘)4, o resto de Lagrange de ordem 4 com

c entre a e x, para x € R qualquer. Pelo que vimos na alinea (a), ¢"'(z) = 6,
para todo o z € R. Entdo g™ (z) = 0, para todo o z € R. Assim g(x) — p(z) =

g(4)(c)% = 0, qualquer que seja = € R.



